Bilevel optimization for
regression of HH onto FHN
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Vzpomenme si, ze SINDy metoda spocivala v optimzalizaci $$ \min _{\vv \Xi} \brackets{\frac 1 2
\norm{\vv{\dot{X}} - \vv \Theta(\vv X) \vv \Xi} 272 + \mu R(\vv \Xi)}, $$ coz mizeme v pripadé
LASSO regrese jakozto optimalizaCni metody napsat jako $$ \min _{\vv \Xi} \brackets{\frac 1 2
\norm{\vv{\dot{X}} - \vv \Theta(\vv X)\vv \Xi} 272 + \mu \norm{\vv \Xi} 1}. $$

Predpokladejme, Zze mdme "pevnou" trajektorii $\vv H$ HH modelu a derivace $\vv{\dot{H}}$ a
obdobné pro FHN model trajektorie $\vv F$ a prislusné derivace $\vv{\dot F}$.

Potom nalezeni linedrni transformace $\vv \Lambda$ modelu HH na model FHN m{zeme
formulovat jako uUlohu $$ \min _{\vv \Lambda} \underbrace{\frac 1 2 \norm{\vv F - \vv H \vv
\Lambda} 272} {\mcal H(\vv \Lambda)}. \tag{\T{LTR}} $$

Jak jsme si rekli, tak uvazujeme, Ze trajektorie $\vv H$ je "pevnd", tedy ze nemUizeme ménit
parametry HH modelu. Naopak o modelu FHN predpoklddeme, Ze jeho parametry ménit mdzeme.
Tedy bychom chtéli nalézt pro model FHN $$ \frac{\d \vv u}{\d t} = \vv f(\vv u; \vv p), $$ kde
funkce $\vv f$ zadadva FHN model, $\vv p$ je vektor parametrt a $\vv u$ je stav FHN systému,



takové parametry, ze resi Ulohu $$ \min_{\vv p} \underbrace{\frac 1 2 \sum_{i = 1}~N \norm{\vv
u(t_i; \vv p) - H_{i, \cdot} \vv \Lambda} 272} {\mcal F_{\vv \Lambda}(\vv p)} \tag{\T{PRM.1}},
$$ kde $H_{i, \cdot}$ je $i$-té pozorovani HH modelu (v Case $t_i$) a $\vv u(t_i; \vv p)$ je
pozorovani FHN modelu v ¢ase $t_i$ za predpokladu parametrl $\vv p$. Oznacme $$ \vv u(T; \vv
p) = \mtr{ \vv u(t_1; \vv p) \ \vdots \ \vv u(t_N; \vv p) }, \quad T = \set{t_1, \dots, t N}. $$ Potom
mézeme tyto 2 Casti dat dohromady a formulovat Glohu $$ \min_{\vv \Lambda} \overbrace{\frac 1
2 \norm{\vv u(T; \vv{\hat p}) - \vv H\vv \Lambda} 272}~ {\mcal H_{\vv{\hat p}}(\vv \Lambda)} \
\text{za podminky } \vv{\hat p} =\argmin_{\vv p} \frac 1 2 \sum_{i = 1}"~N \norm{\vv u(t_i; \vv
p) - H_{i, \cdot} \vv \Lambda} 272 \tag{\T{F2H.1}} $$ nebo také zkracené $$ \min_{\vv
\Lambda} \mcal H_{\vv{\hat p}} (\vv \Lambda) \ \text{za podminky } \vv{\hat p} = \argmin_{\vv
p} \mcal F_{\vv \Lambda}(\vv p) $$

44 Pravdépodobné nemusime resit pripad $\vv \Lambda = \vv 0, \vv{\hat{p}} =
\vv 0%, nebot i pro $\vv{\hat p} = \vv 0% nepovoluje tvar FHN modelu konstantni
nulové reSeni, které by bylo best fitem pro $\vv \Lambda = \vv 0%.

Ackoliv by tento pristup byl jisté uzite¢ny, dostdvame me do problému s nalezenim podminky
stacionarity pro optimalizaci $$ \vv{\hat p} = \argmin_{\vv p} \mcal F_{\vv \Lambda}(\vv p) $$
Pokud bychom ji chtéli najit, museli bychom spocitat $\frac {\partial \mcal F_{\vv \Lambda}}
{\partial \vv p}$, avSak bez této podminky nejsme schopni optimalizovat celou ulohu.

44 Toto plati v priadé, ze bychom Ulohu optimalizovali metodou vyzadujici gradient
Ucelové funkce. Napr. metoda "Nelder-Mead" se bez né&j obejde

Proto radéji pouzijme analogii SINDy metody, kterd ndm umozni tento problém obejit. Proto misto
Ulohy $\tageq{PRM.1}$ reSme $$ \min_{\vv p} \underbrace{\frac 1 2 \sum_{i = 1}~N \norm{\vv
f(\wv H_{i, \cdot} \vv \Lambda; \vv p) - \vv{\dot{H} {i, \cdot}} \vv\Lambda} 27~2} {\mcal F'_{\vv
\Lambda}(\vv p)}, \tag{\T{PRM.2}} $$
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