Vektorovy integralni pocet
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Zakladni pojmy

Pripomenme definici jednoduchého oboru $\tilde V$ v $\R™3$ (Definice 23 v prezentacich), coz
je mnozina, které je sjednocenim jednoduchych oboru vzhledem ke véem osam, pricemz
jednoduchy obor $V$ vzhledem k napfr. ose $z$ definujeme jako $$ V = \set{[x,y,z] \in \R"3 \mid
[x,yl\in M, g(x,y) \leq z \leq h(x,y)}, $$ kde $M \subseteq \R"2$ je mnozina v rovineé, ktera je
omezena uzavrenou jednoduchou krivkou $C$.

44 Jednoducha krivka neprotind sama sebe.

Definice $\D{ZD.1}$ (nabla operator)

HamiltonGv nabla operator definujeme v $\R"~2¢$ jako $$ \nabla := \brackets{\partDiff x, \partDiff
v}, $$ z CehoZ dostdvame, Ze funkci $f : \R™2 \to \R$ pfifazuje vektorové pole $$ \nabla f = \grad f



= \brackets{ \partDeriv f x, \partDeriv f y}. $$ Obdobné bychom jej definovali pro $\R"n$.

44 HamiltonGv operator $\nabla$ aplikovany na vektorové pole $\vv F$ v bodé
$[x,y1$ si mizeme predstavit jako zmény $\vv F(x,y) \mapsto \vv F(\tilde x, \tilde
y)$ pri malém posunuti $[x,y] \mapsto [\tilde x, \tilde y]$. Potom skalarni soucin
vektorového pole s timto operatorem pak dava v jistém smyslu "prdmér" jak je
zména vektorového pole rovnobéznd se zminénym malym posunem. Naopak
vektorovy soucin téchto dvou ¢lend dava "prdmérnou" miru kolmosti zmény
vektorového pole a malé zmény zkoumaného bodu.

Pro lepsi intuici doporucuji toto video.

Uvedme jako poznamku, Zze operator $\nabla \circ \nabla = \nabla~2 = \Delta$ se nazyva
Laplacelv operator a pro skalarni funkci $f$ ma tvar $$ \Delta f = \nPartDeriv{2}{f}{x"~2} +
\nPartDeriv{2}{f}{y™2} $$

44 Nabla operator aplikovany na vektorovou funkci $\vv F : \R™~2 \to \R"2$ (tj.
vektorové pole) davéa Jakobiho matici $$\nabla \vv F = \mtr{\partDeriv {\vv
F 1} x & \partDeriv {\vv F_1} y \ \partDeriv{\vv F_2} x & \partDeriv{\vv F_2}
y}$$

Definice $\D{ZD.2}$ (divergence)

Necht mdme vektorovou funkci $\vv F(x,y) = (P(x,y), Q(x,y))$, kde funkce $P,Q: \R"~2 \to \R$ jsou
spojité diferencovatelné.

44 Tedy jsou spojité spolu se svymi prvnimi parcialnimi derivacemi

Pak s pouzitim definice $\tagDe{ZD.1}$ oznacime divergenci vektorového pole jako funkci
$\Div{} : \R™2 \to \R$ definovanou predpisem $$ \Div {\vv F} = \scal {\nabla} {\vv F} = \partDeriv
P x + \partDerivQy =P _x + Q_y. $$ Obdobné bychom divergenci definovali pro vektorové pole v
$\R™"n%.

Déle si uvédomme, ze divergence uvada "pomeér" pritoku a odtoku vektorového pole v daném
bodé. To jest, je-li $\Div {\vv F}(x,y) > 0%, pak v bodé $[x,y]$ vice vektorové odtéka, nez je do toho
bodu pritok. Analogicky pro situaci $\Div {\vv F}(x,y) < 0%.


https://youtu.be/rB83DpBJQsE?t=768

V analogii s kapalinami by to byl bod, ze kterého kapalina vice odtéka, nez do
néj pritéka - tj. vtomto bodé vznika kapalina.

Ma-li vektorové pole charakterizujici néjakou kapalinu pozitivni divergenci,
potom by se v ném skrvny (napf. ropna skrvna v oceanu) zvétSovaly postupem
casu

Obdobné mizeme zapsat i totalni diferencial funkce $f:\R"n \to \R$ $$ \d f = \scal {\nabla f} {\d
\vv x} = \partDeriv{f}{x 1} \d x_1 + \partDeriv{f}{x 2} \d x_2 + \dots + \partDeriv{f}{x n} \d
X n$$

Definice $\D{ZD.3}$ (zridlovost)

Vektorové pole $\vv F$ nazveme nezridlové, pokud pro kazdy jeho bod $[x,y]$ plati $$ \Div {\vv
F}(x,y) = 0. $$ V opacném pripadé jej nazveme zridlové.

Definice $\D{ZD.4}$ (rotace, curl)

Necht médme vektorovou funkci $\vv F(x,y,z) = (P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z))$, kde funkce $P,Q,R:
\R™3 \to \R$ jsou spojité diferencovatelné.

Pak s pouzitim definice $\tagDe{ZD.1}$ oznacCime rotaci vektorové pole jako funkci $\rot{} :\R"3
\to \R"3$ s predpisem $$ \rot{\vv F} = \nabla \times \vv F = \brackets{R y-Q z,P z-R x, Q x -
P_y} $$

Pro dvourozmérné vektorové pole $\vv F : \R™2 \to \R™2$ pak uvazujeme rotaci jako $\rot{} : \R"3
\to \R"3$ s 3. vstupni souradnici vzdy nulovou a plati $$ \rot{\vv F} = (0,0, Q x-P_y) $%

44 Zde je dUlezité si uvédomit, Zze ackoliv pracujeme s 2D vektorovym polem, jeho
rotace bude leZet ve 3. dimenzi, nebot musi byt kolma na jak na $\nabla$, tak i
na vektorové pole $\vv F$.

Rotace $\rot{\vv F}(x,y)$ udava lokalni miru rotace v bodé $[x,y]$ a je-li nulova, pak takové pole
nazveme nevirove.

44 Je-li rotace $\rot{\vv F} > 0$ vektorového pole $\vv F$, pak se tato rotace déje
proti sméru hodinovych rucicek z pohledu kladné orientovaného normalniho
vektoru (osy $z$ pro $\vv F: \R™2 \to \R™2%).

Lemma $\D{ZT.1}$ (vlastnosti rotace a divergence)



Necht mame funkci $f: \R~n \to \R$ a vektorovou funkci $\vv F(\vv x) = (P_1(\vv x), \dots, P_n(\vv
x))$, kde funkce $P_1, \dots, P_n: \R™n \to \R$ jsou spojité diferencovatelné. Pak plati

1. $\rot{\grad f} =\vv 0%
2. $\Div{\rot{\vv F}} = 0%

Dikaz:

DUkaz provedeme pro kazdou ¢ast zvlast. Pro prvni rovnost jisté plati $$ \rot{\grad f} = \nabla
\times \grad f = \nabla \times \nabla f, $$ pricemz si zde mizeme uvédomit, Ze $\nabla f$ je de
facto linearni ndsobek operdtoru $\nabla$, tedy $\nabla$ a $\nabla f$ jsou linedrné zavislé. Z
tohoto plyne, Ze jejich vektorovy soucin je nulovy vektor. Vice rigorézné tento diikaz provedeme v
$\R" 3% nasledovné $$ \begin{aligned} \rot{\grad f} &= \nabla \times \grad f = \nabla \times
\brackets{\partDeriv{f} {x}, \partDeriv{f}{y}, \partDeriv{f}{z}} \ &= \brackets{
\nPartDeriv{2}{f}{zy} - \nPartDeriv{2}{f}{yz}, \nPartDeriv{2}{f} {zx} - \nPartDeriv{2}{f} {xz},
\nPartDeriv{2}{f}{yx} - \nPartDeriv{2} {f}{xy} } \ &= \vv 0, \end{aligned} $$ za predpokladu, ze
$f$ je dostatecné hladkda. V $\R™"n$ by se dlkaz vedl obdobné.

Dokazme nyni druhou ¢ast tohoto lemmatu. Jisté $$ \Div{\rot{\vv F}} = \scal {\nabla} {\rot \vv F}
= \scal {\nabla} {\nabla \times \vv F}, $$ chapeme-li nyni $\nabla$ jako vektor, pak z definice
vektorového soucinu je $\nabla \times \vv F \perp \nabla \implies \scal {\nabla} {\nabla \times \vv
F} = 0$. $\blacksquare$

Definice $\D{ZD.5}$ (kfivkovy integral 2. druhu)

Uvazujme vektorové pole $\vv F : \R~2 \to \R™2$ a krivku $C$ charakterizovanou parametrizaci $t
\in [a,b], x = \vf(t), y = \psi(t)$. Potom integral $$ \int_C \scal{\vv F} {\d \vv x} =\int_C\scal {\vv
F} {\d \vec{I}} =\int C\scal {\vv F} {\vect} \dt, $$ kde $\d \vv x =\d \vec{l} = (\d x,\d y)$ a
$\vec t = (\vf', \psi')$, nazveme kFivkovy integral 2. druhu.

Krivkovym integralem 2. druhu v jakémsi smyslu zobecriujeme koncept "prace" (z fyziky), pricemz
standardné jsme zvykli na vztah $W = F \cdot d$, kde $d$ je délka trajektorie a $F$ sila plsobici

na téleso posunujici ho po zminéné trajektorii. Predstavit si mdZzeme napriklad sikmou plochu, viz
obrazek.

V této situaci gravita¢ni pole pUlsobici silou $\vec F$ vykona praci pouze c¢asti sily $F$, ktera je
tecna (v tomto pripadé rovnobézna) ke sméru pohybu. Tato te¢na Cast je oznacena $\vec F t$ a
jisté plati $\vec F_t = \scal{\vec{F}} {\vec {t}}$ a taktéz $$ W = |\vec F_t| \cdot d = \scal{\vec F}
{\vec t} \cdot d $$ To ovSéem mUzeme zapsat i pomoci kfivkového integralu 2. druhu, ktery udava

praci, kterou vykona vektorové pole pri posunu télesa po trajektorii

a tedy $$ W = \int_C\scal {\vec F} {\vect} \d t. $$



Definice $\D{ZD.6}$ (plosny integral 2. druhu)

Uvazujme vektorové pole $\vv F = (P(x,y,2),Q(x,y,z),R(X,y,z)) : \R™*3 \to \R™~3$ a plochu $5%. Potom
$$\iint_S\scal {\vv F} {\vec{n}} \d S =\iint S P(x,y,z) \d y \d z + Q(x,y,z) \d x \d z + R(x,y,z) \d x
\d y, $$ kde $\vec n$ je normdlovy vektor plochy $S$, nazyvdme plosny integral 2. druhu.

Plosny integral 2. druhu ndm udava pritok (flux) vektorového pole $\vv F$ skrze plochu $S$, ktery
v kazdém bodé této plochy pocitdme jako skalarni souc¢in normaly $\vec{n}$ k plose $S% a
vektorového pole $\vv F$ (coz ndm da3, jak "velka ¢ast" $\vv F$ sméruje ve sméru normaly
$\vec{n}$ a tedy protika onou plochou $5%)

Dllezité vlastnosti

Véta $\D{VT.1}$ (Gaussova-Ostrogradského véta/Gauss divergence
theorem)

Zformulujme tuto vétu prvné slovné, poté i s podminkami rigorézné:
Pritok vektorového pole $\vv F$ skrze ohrani¢enou plochu $S$ je roven integralu z divergence
$\Div{\vv F}$ pres cely objem $V$, ktery plocha $5% ohranicuje.

Necht $V$ je jednoduchy obor v $\R"3$, $\vv F : \R™3 \to \R"3$ je vektorové pole se spojité
diferencovatelnymi slozkami v kazdé proménné a necht $S$ je ohrani¢ena plocha ohranicujici $V$
orientovand ve sméru vnéjsi normaly. Pak plati $$ \iint_ S \scal{\vv F} {\vec{n}} \d S =\iiint V
\Div{\vv F} \d V $$

44 Zde si uvédomme, ze

e je-li kapalina nestacitelnd (samovolné nemizi/nevznika, tedy $\Div{\vv
F} = 0%), potom stejnd cast "pfitece" do libovolné oblasti, jako z ni
odtece

e stejné tak, toci-li se kapalina (vektorové pole $\vv F$) pouze v rdmci
této oblasti (tedy $\Div{\vv F}$ je opét nulovy), pak jisté neproudi
skrze plochu $S$

Abychom pochopili, pro¢ mizeme pritok spoditat pres divergenci v celém objemu, rozdélme si
objem $V$ uzavreny plochou $S$ na malé obdélnicky (kvadriky v $\R"~3$) a spocitejme divergenci
v téchto obdélnicich (na obrdzku jsou znadzornény vsechny divergence kladné). Pri dostate¢né
jemném déleni a spojitosti vektorového pole $\vv F$ zjistime, Ze divergence mezi sousedicimi
sténami se odectou (zndzornéno Cervené) a zbudou ndm pouze divergebce v "okrajovém pasu"
(aka plocha $S$) mifici ven z $V$ (zndzornény modre).
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Poznamenejme, Ze znaménko pritoku dovnitf plochy $S$ je opa€né, nez znaménko prltoku vné
této plochy. Aneb tuto vétu mizeme interpretovat tak, Ze pokud dohromady (skrze integral)
uvnitr $V$ (respektive $S$) nevznika ani nemizi zddna kapalina (vektorové pole $\vv F$), pak
pratok skrze plochu $S$ musi byt nulovy (pri znaménkové konvenci re¢ené vyse).

Mnozina $G \subseteq \R"2$ je jednoduse souvisla oblast, pokud je $G$ otevrena, souvisla
(libovolné 2 body Ize spojit lomenou Carou, kterd lezi v $G$) a s kazdou uzavienou krivkou lezi v
$G$ i vnitrek této krivky.

44 Aneb kazda uzavrena krivka v $G$ Ize spojité deformovat do bodu, aniz bychom
$G$ opustili.

Veéta $\D{VT.2}$ (Stokesova véta)

Necht plochu $S$, kterd je omezena ohrani¢enou krivkou $C$ tvorici kraj $S$, Ize rozlozit na
konecny pocet Casti, které jsou grafy funkci proménnych $x,y$, totéz pro $x,z$ a $y,z$. Necht
vektorové pole $\vv F : S \to \R™3$ ma spojité diferencovatelné slozky na $S$. Dale necht krivka
$C$ je orientovana souhlasné s plochou $S$. Pak plati $$ \oint_C \scal{\vv F}{\d \vv x} =\iint_S
\scal{\rot{\vv F}}{\vec n} \d S $$ nebo ekvivalentné $$ \oint_C \scal{\vv F}{\d \vec I} =\iint_S
\scal{\rot{\vv F}}{\d \vec S} $$



Geometrickd odlvodnéni si ukdzeme na jednodussi varianté - na Greenové vété $\tagDe{VT.3}$.

Véta $\D{VT.3}$ (Greenova véta)

Greenova véta je specidlni pripad Stokesovy véty $\tagDe{VT.2}$ pro plochu $5%, zde znacenou
jako $G$, jakozto rovinu.

Necht $G$ je jednodusSe souvisla oblast v roving, $C$ je uzavrend, kladné orientovana (proti sméru
hod. rucicek) krivka v $G$. Dale necht $\vv F : \R~2 \to \R™2$ je vektorové pole se spojité
diferencovatelnymi slozkami na uzavéru $\overline G$. Pak plati $$ \oint_C\scal{\vv F}{\d \vv x} =
\iint_D \rot {\vv F} \overbrace{\d x\d y}~{\d D}, $$ kde $D$ je ¢ast mnoziny $G$ omezena
kfivkou $C$ a $\d \vec{l} =\d \vv x = (\d x, \d y)$ udava tecnu ke krfivce $C$ v daném bode.

Opét tuto vétu odlvodnime podobnym argumentem jako u Gaussovy véty $\tagDe{VT.1}$, tj.
tentokrat plochu $S$ rozdélime na obdélnicky, ve kterych urc¢ime rotaci vektorového pole $\rot{\vv
F}$. Zjemnujeme-li toto déleni, vSimneme si, Zze sousedi-li 2 obdélni¢ky a maji stejné orientovanou
rotaci, pak se na sdilené strané "potkaji 2 protichddné sméry" a celkem se rotace "odecte". Timto
nam opét zbude pouze rotace na okraji oblasti $G$, tedy krivka $C$, pri které je rotace te¢nd ke
kfivce $C$ - to je ale presné integral skaldrniho soucinu vektorového pole $\vv F$ a malého
tecného kroku na krivce $C$, tj. $d \vec{l}$.
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