Teorie socialniho vybéru

$$ \xdef\scal#1#2{\langle #1, #2 \rangle} \xdef\norm# 1 {\left\IVert #1 \right\rVert}
\xdef\dist{\rho} \xdefland {\&}\xdef\AND {\quad \and \quad}\xdef\brackets#1{\left\{ #1 \right\} }
\xdef\parc#1#2{\frac {\partial #1}{\partial #2}} \xdef\mtr#1{\begin{pmatrix}#1l\end{pmatrix}}
\xdef\bm#1{\boldsymbol{#1}} \xdef\mcal#1{\mathcal{#1}}
\xdef\vv#1{\mathbf{#1}}\xdef\vwvp#1{\pmb{#1}} \xdef\ve{\varepsilon} \xdef\l{\lambda}
\xdef\th{\vartheta} \xdef\a{\alpha} \xdef\vf{\varphi} \xdef\Tagged#1{(\text{#1})}
\xdef\tagged*#1 {\text{#1}} \xdef\tagEqHere#1#2 {\href{#2\#eq-#1} {(\text{#1})}}
\xdef\tagDeHere#1#2 {\href{#2\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\tageq#1{\href{\#eq-
#1}{(\text{#1})}} \xdef\tagDe#1{\href{\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\T#1 {\htmlld{eqg-
#1}{#1}} \xdeAD#1{\htmlld{de-#1}{\vv{#1}}} \xdef\conv#1{\mathrm{conv}\, #1}
\xdef\cone#1{\mathrm{cone}\, #1} \xdef\aff#1{\mathrm{aff}\, #1} \xdef\lin#1{\mathrm{Lin}\,
#1} \xdefispan#1{\mathrm{span}\, #1} \xdef\O{\mathcal O} \xdef\ri#1{\mathrm{ri}\, #1}
\xdef\rd#1{\mathrm{r}\partial\, #1} \xdef\interior#1{\mathrm{int}\, #1} \xdef\proj{\Pi}
\xdef\epi#1l{\mathrm{epi}\, #1} \xdef\grad#1{\mathrm{grad}\, #1}
\xdef\gradT#1{\mathrm{grad}~T #1} \xdef\gradx#1{\mathrm{grad} x #1}
\xdef\hess#1{\nabla”2\, #1} \xdef\hessx#1{\nabla™2 x #1} \xdef\jacobx#1{D x #1}
\xdef\jacob#1{D #1} \xdef\subdif#1{\partial #1} \xdef\co#1{\mathrm{co}\, #1}

\xdef\iter#1{"~ {[#1]}} \xdef\str{~*} \xdef\spv{\mcal V} \xdef\civ{\mcal U}
\xdefl\other#1{\hat{#1}} \xdef\xx{\vv x} \xdeflyy{\vv y} $$

44 Teorie socialniho vybéru - teorie her o volebnich systémech

Priklad

Mame 15 zaméstnancl - ti si chtéji zvolit nového $éfa - a 3 kandidaty $$ A,B,C $$ Potom preferecni
usporadani jsou

e 7 zaméstnancl: $A > B > C$
e 7 zaméstnancl: $B > A > C$
e 1 zaméstnanec: $C > A > B$

Prehled bodQ:

# people A B C



Celkem ma $A$ 22 bod(, $21$ bodl pro $B$ a $2% pro C

Pokud by ale téch 7 zaméstnancl s 1. $B$ chtélo uskodit $A$, mohou si zménit preference na $$ B
>C>A%$

To stejné mohou udélatitis 1. $A$. Potom preferecni usporadani jsou
e 7 zaméstnancl: $A > C > B$
e 7 zaméstnancl: $B > C > A$

e 1 zaméstnanec: $C > A > B$

Prehled bodQ:

# people A B C
7 2 0 1
7 0 2 1
1 1 0 2

Celkem ma $A$ 15 bodl, $14$ bodC pro $B$ a $16$ pro C

Oznacme

e $N$ volice
e $i$-tici usporadani $(<_i)_{i\in N}$ nazyvanou preferencni usporadani na mnoziné
$AS

e $A$ mnozinu variant
Preferencni schéma $$ p : N\toS_m, \quad |A] = m, $$ kde $S_m$ je permutace mnoziny $A$
Déle oznacme $P$ mnozinu vSech preferencnich schémat (pro pevné $N,A$).

Nas cil je najit pevné $d : P\to S_m$, kde $d$ nazyvame funkci socidlniho rozhodovani $$
d((<_i) {i\in N}) = < $$ a pozadujeme

1.
$$(\forall (<_i)_{i\in N} \in P) (\forall a,b \in A) (\forall i\in N) \quad a <_i b\impliesa <b
\tag{\T{FSR-1}}$$

2.
$$(\forall (<_i)_{i\in N}, (\prec_i)_{i\in N} \in P)(\forall a,b \in A) \quad \set{i | a <_i b} = \set{i |
a_i\prec_i b} \implies (a < b \iff a \prec b) \tag{\T{FSR-2}}$$

Definice $\D{Dikt}$

Dale $j \in N$ nazveme diktatorem, pokud $$ d((<_i) {i\in N}) = < j $$



Veéta $\D{Arrow}$

Necht $n\geq 2, n \geq 3$. Pak libovolna funkce soc. rozhodovani ma diktatora.

Priklad

1. $m = 2, n\geq 2$, napf. vétsSinové pravidlo
$%1 \subseteq N (\forall i \in I) \quad a <_i b \ (\forall j\in N \setminus I) \quad b <_j a$$
Je-li $|l| > \frac n 2 \implies a < b$ (a opacné). Pfi $n$ sudém dame na "Cestného
predsedu"

2. $m = 2, n = 2%, moznosti
$$a < 1b,a< 2b\quad\impliesa <b\a <_1b, b < 2a\quad\implies a <
b,\overbrace{b < a} " {\text{2. diktator}}, \overbrace{a < b}~ {\text{1. diktator}}, b <
a\b < 1 a, a < 2b\quad \implies a < b, \underbrace{a < b} {\text{2. diktator}},
\underbrace{b < a} {\text{l. diktator}}, b<al\b < 1la,b < 2a\quad\impliesb <a $$

Definice $\D{Filtr}$
Rekneme, Ze $\mcal F$ je filtr na mnoziné $N$, pokud
e $\emptyset \notin \mcal F$

e $F, G \in \mcal F \implies F \cap G \in \mcal F$
e $F\in \mcal F, F \subseteq G \implies G \in \mcal F$

P(N)

prazdna mnozina

Dale definujme hlavni filtr $$ \uparrow A = \set{F \subseteq N | a \in F} $$ a ultrafiltr -
maximalni filtr, tj. $$ \mcal F \subseteq \mcal G \subseteq P(N) \implies \mcal G = \mcal F $$

Lemma $\D{L1}$%

Filtr $\mcal F$ na $N$ je ultrafiltr $\iff$ $$ \forall F \subseteq N \text{ je } F\in \mcal F \text{
nebo } N \setminus F \in \mcal F $$

DUkaz $\tagDe{L1}$

Pokud by $F \notin \mcal F$ a ani $N \setminus F \in \mcal F$, pak generujme $\mcal G = \mcal F
\cup \uparrow_F$



Nyni je tfeba ukazat, Ze $\emptyset \notin \mcal G$. Kdyby ano, pak by muselo platit $\emptyset =
F \cap G$ pro $G \in \mcal F$, pak $G \subseteg N \setminus F$, coz je spor s $N - F \notin \mcal
GS.

Lemma $\D{L2}$%

Pro libovolnou kone¢nou mnozinu $N$ je kazdy ultrafiltr hlavni.

Podmnozina $F\subseteq N$ prehrava $F'$, typicky $F' = N \setminus F$, ve dvojici $a,b \in A$,
plati-li $$ a < F b, a <_{F'} b\implies a < b, $$ kde pod $a <_F b$ myslime $(\forall i \in F) \quad a
< ib$

Lemma $\D{L3}$%

Pokud $F$ prehrava $F' = N \setminus F$ pro $d$ v $a,b$ a $x,y$ jsou libovolné $x,y \in A
\implies$ $F$ prehrava $F'$ i v $x,y$

44 Tedy pokud umi vynutit $a < b$ pro néjakou dvojici, umi to pro vSechny dvojice

DUkaz $\tagDe{L3}$%

Uvazujme $c < Fa < F b$ a také $b < {F'} c < {F'} a$ (preferencni schéma musi byt pripravené
pro vSechny situace).

Pak ale podle $\tagEq{FSR-1}$ musi byt $c < a$, ale také $a < b$ podle predpokladl. Celkem
mame, ze $c < a < bs.

Nyni vezméme libovolnd $< F, < {F'}$ spliujici $c < F b, b < F c$, pak dostaneme $c < b$,
protoze vysledek $d$ nezdavisi na $a$ podle $\tageq{FSR-2}$. Jinak receno $F$ prehrava $F'$ i v
$c,bs.

Dudlné nahradime $b$ néjakym $e$ a stejné se dostaneme k $x,y$

Zde $F$ nazveme rozhodujici (vladnouci) rodina pro $d$

Lemma $\D{L4}$

Pro $n\geq 2, m \geq 3$ je mnozina vSech vlddnoucich rodin ultrafiltr na $N$

DUkaz $\tagDe{L4}$%

Necht $F$ je vladdnouci rodina a plati $F \subseteq G \subseteq N \implies G$ je vladnouci rodina.
Méjme $a,b,c \in A$ s $F \subset G \subset N$ a pozadujme



1. $a < {N-G} c < _{N-G} b$%
2. $a < {G-F} b < {G-F} c$
3.$b< Fa< Fc$

Z $\tagEq{FSR-1}$ vime, ze $a<c$. Navic $G$ prehravad $G'$ v $b,c$ a také $F$ je vlddnouci
rodina a 3. vime, ze $b < a < c$.

Celkem tedy $G$ prehrava $G'$ v $b,c$ a tedy $G$ je vladnouci.
Dokazme, ze $F$ je ultrafiltr a tedy $$ \emptyset \neq F \subset N \implies F \text{ nebo } F'
\text{ je vl. rodina}, $$ tj. $b < {F'} a, a <_F b$, pak

e $a<b \implies F$ je vl.
e $b < a\implies F'$ je vl.

UkaZzme nyni uzavrenost na prdniky. Necht $$ \emptyset \neq F,G \subset N $$ a $F,G$ vladnouci
$\implies F \cap G$ vladnouci. Vezméme nyni $$ b <_{N \setminus (F \cup G)} ¢ <_{N \setminus (F
\cup G)} a\g < _{F\setminus G} a < _{F \setminus G} c\ c < {G\setminus F} b < {G \setminus
F} a\g < {F\cap G} c < _{F\cap G} b, $$ z ¢ehoz dohromady vime z

e $F = (F \cap G) \cup (F \setminus G)$, ze $a < c$
e $G = (F \cap G) \cup (G \setminus F)$, ze $c < b$

Celkem $a < c < b \implies a < b$, tedy $F \cap G$ je vlddnouci pro $a,b$

DlUkaz $\tagDe{Arrow}$

Jelikoz $\mcal F = \uparrow_j \implies \set{j}$ je vlddnouci a tedy $j$ je diktator.
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