Hry v rozsirené forme
(pozicni hry)

$$ \xdef\scal#1#2{\langle #1, #2 \rangle} \xdef\norm#1{\left\IVert #1 \right\rVert}
\xdef\dist{\rho} \xdef\and {\&}\xdef\AND {\quad \and \quad}\xdef\brackets#1{\left\{ #1 \right\}}
\xdef\parc#1#2{\frac {\partial #1} {\partial #2}} \xdef\mtr#1{\begin{pmatrix}#1\end{pmatrix}}
\xdef\bm#1{\boldsymbol{#1}} \xdef\mcal#1{\mathcal{#1}}
\xdeflvv#1{\mathbf{#1}}\xdef\vvp#1{\pmb{#1}} \xdef\ve{\varepsilon} \xdef\[{\lambda}
\xdef\th{\vartheta} \xdef\a{\alpha} \xdef\vf{\varphi} \xdef\Tagged#1{(\text{#1})}
\xdef\tagged*#1{\text{#1}} \xdef\tagEqHere#1#2{\href{#2\#eqg-#1}{(\text{#1})}}
\xdef\tagDeHere#1#2 {\href{#2\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\tageEq#1{\href{\#eq-
#1T{(\text{#1})}} \xdef\tagDe#1{\href{\#de-#1} {\text{#1}}} \xdefA\T#1{\htmlld{eqg-
#1}{#1}} \xdef\D#1{\htmlld{de-#1}{\vv{#1}}} \xdef\conv#1{\mathrm{conv}\, #1}
\xdef\cone#1{\mathrm{cone}\, #1} \xdef\aff#1{\mathrm{aff}\, #1} \xdef\lin#1{\mathrm{Lin}\,
#1} \xdefispan#1{\mathrm{span}\, #1} \xdef\O{\mathcal O} \xdef\ri#1 {\mathrm{ri}\, #1}
\xdef\rd#1{\mathrm{r}\partial\, #1} \xdef\interior#1{\mathrm{int}\, #1} \xdef\proj{\Pi}
\xdef\epi#1l{\mathrm{epi}\, #1} \xdef\grad#1{\mathrm{grad}\, #1}
\xdef\gradT#1{\mathrm{grad}~T #1} \xdef\gradx#1{\mathrm{grad} x #1}
\xdef\hess#1{\nabla”2\, #1} \xdef\hessx#1{\nabla”™2_x #1} \xdef\jacobx#1{D_x #1}
\xdef\jacob#1{D #1} \xdef\subdif#1{\partial #1} \xdef\co#1{\mathrm{co}\, #1}
\xdef\iter#1{~{[#1]}} \xdef\str{~*} \xdef\spv{\mcal V} \xdef\civ{\mcal U}
\xdeflother#1{\hat{#1}} \xdef\xx{\vv x} \xdeflyy{\vv y} $$

44 Takeé Ize nazyvat tahové hry

Definice $\D{HVRF}$

Necht $N$ je mnozina hracd, $H$ mnozina historii

e prazdnd posloupnost $\ve \in H$

e $(a”k)_ {k =1}"K, K\in\N \cup \set{\infty}$ je historie $\implies (a~k) {k=1}"L, L <
K$ je historie

e mame-li $(a~k)_ {k = 1}™M\infty$ a vime, ze $\forall L <\infty : (a_k) {k =1}"L$ je
historie, pak i $(a”k)_ {k = 1}™M\infty$ je historie

Dale necht $P$ je tahova funkce, $P : H' \to N$ (nebo také $P : H' \to \mcal P(N)$), kde $H' = H -
Z$, $Z$ jsou terminalni historie, coz jsou maximalni posloupnosti v $H$ (ty, které neumime dale
rozsirit).



Pak vyherni funkce ma tvar $u_i : Z \to \R$ nebo mlze byt zadano pouze preferen¢ni usporadani
$\prec_i$ na $Z%
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Zde $N = \set{1,2}, P(\ve) = 1$ a $$ P((0,2)) = P((1,1)) = P((2,0)) = 2 $$ a také $u_1((1,1),y) =
1$. Mnozina histori mé tvar $$ H = \set{\ve, (2,0), (1,1), (0,2), ((2,0), y), ((2,0), n), \dots} $$

Strategie pro prvniho hrace $$ X =\set{(2,0), (1,1), (0,2)} $$ a pro druhého hrace $$ Y =
\set{(2,0), y), (2,0), n), \dots} $$

Obecné zapsano strategie pro $i$-tého hrace je mnozina $$ X_i = \set{f : \bar H \to H \mid \bar H =
\set{\bar h\in H\mid P(\bar h) = i}, \bar h \text{ je podposloupnost } f(\bar h) \text{ bez
posledniho ¢lenu}} $%

Nashova rovnovaha:
Mame vyherni funkci $$ u_i(\bar f i, f _{\hati}) \geq u_i(f i, f {\hati}), $$ tj. $i$ voli nejlepsi
odpovéd na $f {\hati}$. Pak $$ (\bar f_i) {i\in N} $$ je rovnovaha.

Déle definujme podhru hry $(N, H, P, (X _i) _{i\in N}, (u _i) _{i\in N})$ jako $$ (N, H \mid_h,
P\mid_h, (X _i\mid_h) {i\in N}, (u __i\mid_h) {i\in N}), $$ kde $h \in H$ pevna historie a $h'\in H
\mid_h\iff (h, h') \in H$. Dale

e $P\mid_h (h') = P(h, h")$

o $f' \in X_i \mid_h\iff (\exists f\in X_i) (\forall \bar h \in \bar H \mid_h) \quad (h, f'(\bar h)) =
f(h, \bar h)$

e $u_i\mid_h (h') = u_i (h, h")$

Situace $(f_i) {i\in N}$ je perfektni podherni rovnovaha (PPR), je-li takto zvolené $(f i
\mid_h)_{i\in N}$ (Nashovou) rovnovahou pro kazdou historii $h$.
PokraCovani prikladu

Rovnovaha $$ \left((1,1), \begin{matrix} (2,0) \mapsto ((2,0), n) \ (1,1) \mapsto ((1,1), y) \ (0,2)
\mapsto ((0,2), n) \end{matrix} \right), $$ coz ale neni perfektni podherni rovhovana, nebot se



zde $(0,2) \mapsto ((0,2), n$ rozhodl Spatné, jinak feceno $$ H \mid_h \gquad u_2((0,2), n) <
u_2((0,2), y) $%

Tedy perfektni podherni rovnovaha je v tomto pripadé $$ \left((1,1), \begin{matrix} (2,0)
\mapsto ((2,0), n) \ (1,1) \mapsto ((1,1), y) \ (0,2) \mapsto ((0,2), y) \end{matrix} \right), $$ ale
také $$ \left((1,1), \begin{matrix} (2,0) \mapsto ((2,0), y) \ (1,1) \mapsto ((1,1), y) \ (0,2) \mapsto
((0,2), y) \end{matrix} \right) $$

Lemma $\D{L1}$%

Necht $G = (N, H, P, \mcal X, \mcal U)$ je hra v rozsirené formé s kone¢nym horizontem (vSechny
historie jsou konecné). Pak situace $(f i) {i\in N}$ je PPR $$ \iff \forall i \in N, \; \forall h\in H, \;
P(h) = i\implies u_i((f_i \mid_h) {i\in N}) \geq u_i(\tilde f i, (f j \mid_h) {j\in \hati}), $$ kde $\tilde
f i\in H\mid_h$ se liSi od $f i \mid_h$ pouze akcemi po $h$

Veéta $\D{V1}$

Je-li $G = (N, H, P, \mcal X, \mcal U)$ konecnd hra v rozsifrené formé (tj. ma konecny horizont a v
kazdém vrcholu se rozhodujeme z konecné mnoha variant, tj. $H$ je konecna), pak existuje PPR*.

vvvvv

Priklad: Stonozka

Mame 2 hrdce $N = \set{1,2}%
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A $$f 1 =\begin{pmatrix} \ve \mapsto (z) \ (p,p) \mapsto (p,p.z) \ (p,p.p,p) \mapsto (p,p.p.p,z)
\end{pmatrix} $$ a $f 2 = (\dots)$ analogicky.

Priklad: Drazba s placenim



(0.5)

(4.0)

(-1.4)

{3,-1)
a tak dale

(-nekonedno, -nekonedno)

Tedy $$ \overbrace{ \mtr{ (-\infty, -\infty) & (4,0) \ (0,5) & (0,5) } }~{(p,\dots, p), \quad (z, \dots,
z)}, $$ kde $(4,0)$ je rovnovaha a $(0,5)$
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