6. prednaska

$$ \xdef\scal#1#2{\langle #1, #2 \rangle} \xdef\norm# 1 {\left\IVert #1 \right\rVert}
\xdef\dist{\rho} \xdefland {\&}\xdef\AND {\quad \and \quad}\xdef\brackets#1{\left\{ #1 \right\} }
\xdef\parc#1#2{\frac {\partial #1}{\partial #2}} \xdef\mtr#1{\begin{pmatrix}#1l\end{pmatrix}}
\xdef\bm#1{\boldsymbol{#1}} \xdef\mcal#1{\mathcal{#1}}
\xdef\vv#1{\mathbf{#1}}\xdef\vwvp#1{\pmb{#1}} \xdef\ve{\varepsilon} \xdef\l{\lambda}
\xdef\th{\vartheta} \xdef\a{\alpha} \xdef\vf{\varphi} \xdef\Tagged#1{(\text{#1})}
\xdef\tagged*#1 {\text{#1}} \xdef\tagEqHere#1#2 {\href{#2\#eq-#1} {(\text{#1})}}
\xdef\tagDeHere#1#2 {\href{#2\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\tageq#1{\href{\#eq-
#1}{(\text{#1})}} \xdef\tagDe#1{\href{\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\T#1 {\htmlld{eqg-
#1}{#1}} \xdeAD#1{\htmlld{de-#1}{\vv{#1}}} \xdef\conv#1{\mathrm{conv}\, #1}
\xdef\cone#1{\mathrm{cone}\, #1} \xdef\aff#1{\mathrm{aff}\, #1} \xdef\lin#1{\mathrm{Lin}\,
#1} \xdefispan#1{\mathrm{span}\, #1} \xdef\O{\mathcal O} \xdef\ri#1{\mathrm{ri}\, #1}
\xdef\rd#1{\mathrm{r}\partial\, #1} \xdef\interior#1{\mathrm{int}\, #1} \xdef\proj{\Pi}
\xdef\epi#1l{\mathrm{epi}\, #1} \xdef\grad#1{\mathrm{grad}\, #1}
\xdef\gradT#1{\mathrm{grad}~T #1} \xdef\gradx#1{\mathrm{grad} x #1}
\xdef\hess#1{\nabla”2\, #1} \xdef\hessx#1{\nabla™2 x #1} \xdef\jacobx#1{D x #1}
\xdef\jacob#1{D #1} \xdef\subdif#1{\partial #1} \xdef\co#1{\mathrm{co}\, #1}

\xdef\iter#1{"~ {[#1]}} \xdef\str{~*} \xdef\spv{\mcal V} \xdef\civ{\mcal U}
\xdefl\other#1{\hat{#1}} \xdef\xx{\vv x} \xdeflyy{\vv y} $$

Pokracovani

Pocitali jsme stacionarni vektor $\vv x$ pro prechodovou matici $A$, tj. $$ A\vv x = \vv x $$

Méjme pocatecni pravdépodobnostni vektor $\vv x 0$ $$\wv x 0 =\mtr{ p 0q 0\p 0(1-qg 0)\ (1
-p_0)q 0\ (1-p 0)1-9.0)} $$Ajiste $$\wvvx 1 =A\vx0,\\xx 2=AWxx_1=A"2\xx_0 $$
Navic $$ w(\xx_0 + \delta A\xx_0 + \delta™~2 A~2 \xx_0 + \dots) = \ w(E + \delta A + \delta~2 A"2
+ \dots) \xx_0 =\ w \underbrace{(\overbrace{E - \delta A}"B)"~{-1} \xx_0} {\yy}, $$ coz je tedy
$$ \yy = B~{-1} \xx_0\ B \yy = \xx_0\ \yy = \frac{|\cdot|} {|\cdot|} $$

A tim padem dostaneme opét linearni zavislost vyhry na parametru $p_i$.

Evolucni algoritmy



A pocitejme $$\frac 1 31 +\frac23 2 =\frac53 $$ $$\frac130+\frac231,5=14%%$
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Uloha o dohodé

Necht $\mcal D$ je mnozina vSech Uloh o dohodé (pouze hry 2 hract) s funkci $\vf : \mcal D \to
\R"™25.

Déle necht dloha $(S, u\str, v\str)$, kde $S$ je konvexni a kompaktni podmnozina v $\R"2$ a
$(u\str, v\str) \in S$ je vychozi dvojice vyher, ktera je dana tim, co si hraci zaruci - prficemz hleda
optimalni situaci

44 $S% je podmnozina, na které se mohou hraci "hybat"

Pozadavky na $\vf$
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1. $\Vf(S, u\str, v\str) \geq (u\str, v\str)$ (bavime se pouze o vyhrach - tzn. cca Paretovskd
optimalita)
2. $\Vf(S, u\str, v\str, u\str) \in S$

3. $(u,v) \in S\land (u,v) \geq \Vvf(S, u\str, v\str) \implies (u,v) = \vf(S, u\str, v\str)$

4. $\vf(S, u\str ,v\str"
\Vf(S, u\str, v\str):
5. Invariance vaci tr

polohu vici $S%)

6. $S$ je symetrickd vici ose $x = y$ a $u\str = v\str$ $\implies \vf(S, u\str, v\str)$ lezi na
$x =y$
7. $(u\str, v\str) \in T \subseteq S \implies \Vf(T, u\str, v\str) \leq \vf(S, u\str, v\str)$

Lze ukdazat, Zze takova funkce $\vf$ spliujici 1.-7. neexistuje

44 Podminka 7. je velmi silna a pokazi nam to

Véta $\D{NASH}$

Existuje praveé jedno $\vf$ spliujici 1.-6..

Lemma $\D{L1}$%

Necht $(\exists u,v \in S) \quad u > u\str, v > V\str$, pak existuje jediné maximum funkce $g(u,v) =
(u - u\str)(v - v\str)$ na mnoziné $S_+ = \set{(u,v) \in S \mid u \geq u\str, v \geq v\str}$.
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Dukaz

Jisté $g$ je spojita, $S_+$ je kompaktni. Lze predpokladat, ze $(u\str, v\str) = (0,0)$ (posunutim do
pocatku). Méjme $(u', v'), (u'", v'")$ maxima $g$.

MlzZeme predpokladat, ze $u' > u"$ ajisté i $v' < v''$. Potom $$ g\left( \frac {u' + u"'} 2, \frac {v'
+ v"} 2 \right) = \frac {(u' + u")(v' + v'")} 4 =\ \frac{u'v' + u"v' + u'v"' + u" v"'} 4 >~7 g(u', v') =
u'v' = u'" v'" $$ Nerovnost odpovida $$ u'v' + u" v' > u'v' + u" v'"\iff (u' - u")(v" -v') >0, $$ coz
ale jisté plati. Tedy jsme nasli nové maximum, coz je spor. $\blacksquare$

Lemma $\D{L2}$

Za predpokladd $\tagDe{L1}$ necht $$ h(u,v) = (\bar v - v\str)u + (\bar u - u\str)v, $$ kde $(\bar u,
\bar v)$ je bod, ve kterém se realizuje maximum $g$ z $\tagDe{L1}$. Pak pro libovolné $(u,v) \in
S$ plati $h(u,v) \leq h(\bar u, \bar v)$.

Dukaz

Sporem, necht $h(u,v) > h(\bar u, \bar v)$ pro néjaké $(u,v) \in S$. Necht $\ve \in (0,1)$ a $$ (u',
v') = (\bar u, \bar v) + \ve ((u,v) - (\bar u, \bar v)) $$ Pak ale $$ h(u- \bar u, v - \bar v) = h(u,v) -
h(\bar u, \bar v) > 0 $$ Nyni dosadme $$ g(u', v') = (\bar u - \ve(u - \bar u) - u\str)(\bar v - \ve(v -
\bar v) - v\str) =\ = (\bar u - u\str)(\bar v - v\str) - \ve( (u -\bar u)(\bar v - v') + (\bar u - u\str)(v -
\bar v)) + \ve™2(u - \bar u )(v - \bar v) $$ A derivaci podle $\ve$ $$ 0 < \alpha + \beta \ve +
\gamma \ve”2 \to \beta + 2 \gamma \ve, $$ tedy s rlstem $\ve$ roste derivace na vhodném $(0,
\ve_0)$. Tedy $g$ je rostouci, coz je spor s $\tagDe{L1}$.

Dukaz $\tagDe{NASH}$
Nastane praveé jedna z moznosti

1. existuje $(u,v) \in S$ takové, Zze $u > u\str, v > v\str$
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Potom vezmeme $(\bar u, \bar v)$ z $\tagDe{L1}$.
2. Neplati 1., ale existuje $(u,v) \in S$ takové, Zze $u > u\str$ (a $v = v\str$)

A
Wit )

7

V tomto pripadé vezmeme $\bar v = v\str$ a s $\bar u$ jdeme na maximum $(u \quad S)$
3. Neplati 1., ale existuje $(u, v) \in S$ takové, ze $v > v\str$ (a $u = u\str$)
$\hspace{3cm}$ANALOGICKY

4. Neplati nic, z 1. - 3., tzn. $\bar u = u\str$ a $\bar v = v\str$. $\blacksquare$

Priklad

Méjme bimaticovou hru

e student

$$ A = \begin{matrix}\text{uci} \ \text{neuci}\end{matrix} \overbrace{\mtr{2 & -1\1
& 0} }~{\text{da} \;\; \text{neda}} $$

e ucitel
$$B=\mtr{0 &-2\-3&-1} $$

U bimaticovych her je $5$ konvexni obal vSech situaci a bod@ z dolnich hodnot

’\ H(UK&N}\)

o (4= ,07)
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