5. prednaska

$$ \xdef\scal#1#2{\langle #1, #2 \rangle} \xdef\norm# 1 {\left\IVert #1 \right\rVert}
\xdef\dist{\rho} \xdefland {\&}\xdef\AND {\quad \and \quad}\xdef\brackets#1{\left\{ #1 \right\} }
\xdef\parc#1#2{\frac {\partial #1}{\partial #2}} \xdef\mtr#1{\begin{pmatrix}#1l\end{pmatrix}}
\xdef\nmtr#1{\begin{matrix}#1\end{matrix}} \xdef\om#1{\boldsymbol{#1}}
\xdef\mcal#1{\mathcal{#1}} \xdef\vv#1 {\mathbf{#1} }\xdef\vwp#1{\pmb{#1}}
\xdefl\ve{\varepsilon} \xdef\l{\lambda} \xdef\th{\vartheta} \xdef\a{\alpha} \xdef\vf{\varphi}
\xdef\Tagged#1{(\text{#1})} \xdef\tagged*#1{\text{#1}} \xdef\tagEqHere#1#2 {\href{#2\#eq-
#1}{(\text{#1})}} \xdef\tagDeHere#1#2{\href{#2\#de-#1} {\text{#1}}}
\xdef\tagEq#1{\href{\#eq-#1} {(\text{#1})}} \xdef\tagDe#1{\href{\#de-#1} {\text{#1}}}
\xdef\T#1{\htmlld{eq-#1}{#1}} \xdef\D#1{\htmlld{de-#1} {\vv{#1}}}
\xdef\conv#1{\mathrm{conv}\, #1} \xdef\cone#1{\mathrm{cone}\, #1}
\xdef\aff#1{\mathrm{aff}\, #1} \xdef\lin#1{\mathrm{Lin}\, #1} \xdef\span#1{\mathrm{span}\,
#1} \xdef\O{\mathcal O} \xdef\ri#1{\mathrm{ri}\, #1} \xdef\rd#1{\mathrm{r}\partial\, #1}
\xdef\interior#1 {\mathrm{int}\, #1} \xdef\proj{\Pi} \xdef\epi#1{\mathrm{epi}\, #1}
\xdef\grad#1{\mathrm{grad}\, #1} \xdef\gradT#1{\mathrm{grad}~T #1}
\xdef\gradx#1{\mathrm{grad} x #1} \xdef\hess#1{\nabla”2\, #1} \xdef\hessx#1{\nabla”™2 x
#1} \xdef\jacobx#1{D _x #1} \xdef\jacob#1{D #1} \xdef\subdif#1{\partial #1}
\xdef\co#1{\mathrm{co}\, #1} \xdef\iter#1{"~ {[#11}} \xdef\str{"~*} \xdef\spv{\mcal V}
\xdef\civ{\mcal U} \xdef\other#1{\hat{#1}} $$

Klasifikace 2x2 her

Predpokladejme, Ze mdme hru $$ \mtr{ 0 & a\b & 1 }, $$ kde $0 \leq a \leq b \leq 1$, coz v
extrémech odpovida
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44 Tady zména krychle odpovidd zméné jedné nerovnosti

Opakované hry

Mé&jme strategii v 1-pamétovém prostredi $(p 0, p_1, p_ 2, p_3, p_4)$, kde

e $p 0% - pravdépodobnost spoluprace $S$ na zacCatku (v 1. kole)
e $p 1% - pravdépodobnost spoluprace $S$ po $55%
e $p_2$ - pravdépodobnost spoluprace $5% po $SZ$
e $p_3$ - pravdépodobnost spoluprace $5% po $ZS$
e $p_4$ - pravdépodobnost spoluprace $S$ po $ZZ$

44 $1 - p_i$ je pravdépodobnost zrady $Z$ po $\dots$

A necht souper méa strategii $(q 0, q_1, 9 2, q_3, q_4)$, pricemz si uvédomme, Ze ZS pro nds je SZ
pro néj apod.

NapiSme si vyherni matici do radku do vyherniho vektoru $$ w = \underbrace{(w_1, w 2, w_3,
w_4)} {(SS, SZ, ZS, ZZ)} $$



A pak vyhru v $n$-tém kolem dostaneme jako $$ (u(p,q)) n = w \cdot \mtr{P_1 \\vdots\ P_4}, $$
kde $P_i$ je pravdépodobnost, ze hra dospéla do stavu $SS, SZ, ZS, ZZ$

Vektor $\mtr{P_1 \ \vdots \ P_4}$ uréime pomoci teorie markovskych retézcl. Spocitejme si
prechodovou matici $A$ - ta bude mit tvar $$ A = \begin{matrix} SS\ SZ\ ZS\ ZZ
\end{matrix}\underbrace{\mtr{ p 1q 1&p 29 3&p 39q2&p4q4pl(l-q1)&p2(1-
9.3)&p_3(1-9.2)&p_4(1-9.4)\(1-p_1)g 1 &(1-p_2)q 3 &(1-p_3)q2&(1-p_4)q4\(L-
p_1)(1-9.1)&(1-p_2)(1-93)&(1-p3)(1-9.2)&(1-p_4)(1-q_4)}}_{SS, 52 7S, 277} $%

A pak jisté plati $$ P = A"n\mtr{ p. 0q 0\ p 0(1-qg_0)\\vdots } $$
Za predpokladu stability se neprojevi pocatecni vektor $\mtr{ p 0 g 0\ p 0 (1 -q_0)\\vdots }$,

ale hra dospéje do vektoru $\vv x$ takového, ze $A \vv x = \vv x$

44 Matice $A$ musi byt pravdépodobnosti, tj. suma v kazdém sloupci musi byt 1.

Tento problém reSime jako $$ A\vv x = x \ (A - I)\vv x = 0, $$ kde $\vv x$ rfikdme stacionarni
vektor (z lingebry dostaneme, ze reSeni musi jediné az na nasobek), ktery také musi byt
pravdépodobnostni, tj. $\sum \vv x = 1%.

Rozepismesi$$A-E=\mtr{p 1 1-1&p 2q3&p39g2&p4g48\pl(l-g1)&p2(1-
9.3)-1&p3(1-92)&p4(1-94)\(1-p_1)g1&(1-p 2)g3&(1-p3)g2-1&(1-p4)q 4
\(1-p1)1-91)&(1-p2)(1-93)&(1-p3)(1-q2)&(1-p4)(1-9g4)-11},$%cozreSme
pomoci Cramerova pravidla
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a tedy $$ \vv x 1 =\frac {|B_1|} {|B|} $$
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‘ kde $B_1$ je matice, kde jsme 1. sloupec vymenili za sloupec pravych stran

V tuto chvili, pokud budeme pouze scitat radky, tak se nam neméni determinant. Tedy prictéme 1.

radek z $B$ k tomu 2. a 3., tj.
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A provedme Laplacelv rozvoj podle 1. radkl pro $B_1$
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Obdobné bychom postupovali i pro $B_2$
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Celkem nasevyhra $$u=w 1\wx 1 +w 2\vvx 2+ \dots\u=w 1\frac {|B_1|} {|B|} + w 2
\frac {|B_2|} {|B|} + \dots\u = \frac{w 1 |B 1| + w_2 |B_2| + \dots} {|B|}, $$ priCemz jmenovatel
mUzeme vnimat jako Laplacelv rozvoj pro $B$, kde misto vektoru $1$ jsme dali vektor $w$, tj.
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Celkem vyhru dostaneme jako $$ u = \frac {|C|} {|B|} $$

44 Uvédomme si, Ze kazda proménna je linedrné v kazdém z determinantd
(vyskytuje se vzdy pouze v jednom sloupci), tj. $$ u = \frac{\alpha p_i + \beta}

{\gamma p_i + \delta} $$

Pocitejme optimalni vektor $(p_1, \dots, p_4)$, tedy $$ \parc u {p_i} = \frac{\alpha(\gamma p_i +
\delta) - (\alpha p_i + \beta) \gamma}{(\gamma p_i + \delta)~2} \ \parc u {p_i} = \frac{\alpha

\delta - \beta \gamma} {\underbrace{(\gamma p_i + \delta)”~2} {> 0}} $3%

Tedy to znamena, Ze resime znaménko pouze u $\alpha \delta - \beta \gamma$

44 Tedy se vyhra ridi ryze rostouci, ¢i ryze klesajici, funkci v kazdém parametru

Celkem nejlepsi protihra (odpovéd) se realizuje néjakou "rohovou" strategii, tj. volbou $p_i\in
\set{0,1}$ (nebo s Sumem $\set{\ve, 1 -\ve}$)
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Pripadé, ze nam vyjde parcialni derivace nulova, tak dostaneme "nerohové
strategie", coz odpovida celé jedné sténé hyperkrychle $[0,1]"4$.

Spocitejme si nyni onu parcialni derivaci "poradné":
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Z tohoto dostavame podle Dasnanotovy-Jacobiho formule
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ve smyslu jejiho znaceni $$ |A| = \left|\begin{matrix} p 2 q_3 & \dots\ p 2 -1 & \dots \ g 3 & \dots
\end{matrix}\right| $$
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44 V této formé to na zkousce nebude

Specialni strategie v IPD

o ekvalizator - souper si voli $\vv q$ tak, aby $u$ byla konstatni
o realizuje se linearni zavislosti $\mtr{g 1 & q 3&q 2-1&qg 4}, \mtr{l &1 &1 &
1}$a $\mtr{w_ 1 &w 2 &w 3 &w_ 4}$
o nékteré determinanty jsou zde nulové
e O-determinant (ZD-strategie)
o rozdil mezi $u$ a $v$ je prohozeni $w_2$ a $w_2$ (je to symetrickd hra)
o $v$ se lisi od $v$ vektorem vyher $\barw = \mtr{w 1 &w 3 &w 2 & w _4}$
o $$ u = \frac {|w]|} {|1|}, \gquad v = \frac {|\bar w|} {|1]|} $$ a $$
\left|\begin{matrix} q 1 & \dots & q_ 4\ 1 & \dots & 4\w_1 &\dots &w 4\w_1 &
\searrow \hspace{-10pt}\swarrow & w_4 \end{matrix}\right| $$
o jsou tzv. vydéracské strategie
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