2. prednaska

$$ \xdef\scal#1#2{\langle #1, #2 \rangle} \xdef\norm# 1 {\left\IVert #1 \right\rVert}
\xdef\dist{\rho} \xdefland {\&}\xdef\AND {\quad \and \quad}\xdef\brackets#1{\left\{ #1 \right\} }
\xdef\parc#1#2{\frac {\partial #1}{\partial #2}} \xdef\mtr#1{\begin{pmatrix}#1l\end{pmatrix}}
\xdef\bm#1{\boldsymbol{#1}} \xdef\mcal#1{\mathcal{#1}}
\xdef\vv#1{\mathbf{#1}}\xdef\vwvp#1{\pmb{#1}} \xdef\ve{\varepsilon} \xdef\l{\lambda}
\xdef\th{\vartheta} \xdef\a{\alpha} \xdef\vf{\varphi} \xdef\Tagged#1{(\text{#1})}
\xdef\tagged*#1 {\text{#1}} \xdef\tagEqHere#1#2 {\href{#2\#eq-#1} {(\text{#1})}}
\xdef\tagDeHere#1#2 {\href{#2\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\tageq#1{\href{\#eq-
#1}{(\text{#1})}} \xdef\tagDe#1{\href{\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\T#1 {\htmlld{eqg-
#1}{#1}} \xdeAD#1{\htmlld{de-#1}{\vv{#1}}} \xdef\conv#1{\mathrm{conv}\, #1}
\xdef\cone#1{\mathrm{cone}\, #1} \xdef\aff#1{\mathrm{aff}\, #1} \xdef\lin#1{\mathrm{Lin}\,
#1} \xdefispan#1{\mathrm{span}\, #1} \xdef\O{\mathcal O} \xdef\ri#1{\mathrm{ri}\, #1}
\xdef\rd#1{\mathrm{r}\partial\, #1} \xdef\interior#1{\mathrm{int}\, #1} \xdef\proj{\Pi}
\xdef\epi#1l{\mathrm{epi}\, #1} \xdef\grad#1{\mathrm{grad}\, #1}
\xdef\gradT#1{\mathrm{grad}~T #1} \xdef\gradx#1{\mathrm{grad} x #1}
\xdef\hess#1{\nabla”2\, #1} \xdef\hessx#1{\nabla™2 x #1} \xdef\jacobx#1{D x #1}
\xdef\jacob#1{D #1} \xdef\subdif#1{\partial #1} \xdef\co#1{\mathrm{co}\, #1}

\xdef\iter#1{"~ {[#1]}} \xdef\str{~*} \xdef\spv{\mcal V} \xdef\civ{\mcal U}
\xdef\other#1{\hat{#1}} $$

Definice $\D{KON}$ (Konec¢na hra)

Méjme mnozinu hracd $N = \set{1, 2, \dots, n}$. Pak hra $G = (M, X_i, u_i)$ je kone€na, pokud
jsou $X _i$ konecné.

44 Na konec¢nych hrach mlzeme zavést tzv. pravdépodobnosti rozsireni

Definice $\D{SYM}$ (Symetricka hra)

Hra $G$ 2 hracd je symetrickd pravé tehdy, kdyz $u(x,y) = v(y, x)$. V pripadé bimaticovych her to
je ekvivalentni s podminkou $$ U™T =V $$

Priklad (kdmen, ndizky, papir)

Méjme 2 hrace, tj. $N = \set {1, 2}$ a $X =Y = \set{ \mcal K, \mcal N, \mcal P }$. Jelikoz je to
bimaticova hra, tak vyhra je dédna jako $$U =\mtr{ 0 & 1 &-1\-1 & 0&1\1 &-1& 0\ } $$



Sloupce a radky jsou indexovany $\mcal K, \mcal N, \mcal P$

Podivejme se na Nashovu rovnovahu, tj. $$ u(x,y) \geq u(\bar x, y) \quad \text{pro libovolné } \bar
x \ v(x,y) \geq v(x, \bar y) \quad \text{pro libovolné } \bar y \ $$

44 Aneb si odbocenim do jiného radku si nepomizeme

Aby nastala rovnovaha, tak musi $u(x,y) = 1%, tj. $v(x,y) = 1$. Ale druhy hrac¢ by mohl hrat $\bar
y$ tak, ze $v(x, \bary) = 1%.

44 Zde si vdimnéme, Ze pokud pljdeme podle Sipek, tak nikdy neskoncime

Dominance by zde znamenalo, Ze by jeden radek, byl vétsi nez néjaky jiny - aneb 2 radky by
musely byt porovnatelné (jakozto vektory)

Dolni hodnota $$ h_ 1°- = \sup_ x \inf_y u(x,y) $$
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Definice $\D{PRA}$ (Pravdépodobnostni rozsireni)

Méjme konecnou hru $G = (M, X_i, u_i)$. Pak definujeme pravdépodobnostni rozsireni $$ G\str
= (N, X_i\str, u_i\str), $$ kde $X_i\str = \set{a i1 x i1+ a i™2x_i™2 + \dots + a_i~{m_i}

X i~{m_i} \mid x_i~j\in X_i\;\land \; a_i~1 +\dots + a_ i~{m_i} =1\;\land \; a_i™j > 0}$ je
mnozina konvexnich kombinaci strategii a pro vyhry plati $$ u_i\str(\vv x\str) =
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\sum_{(x_17~{j 1}, \dots, x n™~{j n})\in\prod X_ i} a 1°~{j 1} a_ 2" {j 2} \cdot \Idots \cdot
a~{j n} n\cdot u_i(x~{j 1} 1,\dots, x~{j_ 1} n) $3%

Pokracovani prikladu

Pocitejme pravdépodobnostni rozsifeni, tj. $$ u\str((p_1, p_2),(q_ 1,9 2))=p 19 1
\overbrace{u(\mcal K, \mcal K)}~0 + p_1 g 2 \overbrace{u(\mcal K, \mcal N)}*1+p 1(1-q_1-
g_2) u(\mcal K, \mcal P) + \dots $$ kde

e $p 1% je pravdépodobnost zahrani $\mcal K$ prvnim hracem
e $p_2$ je pravdépodobnost zahrani $\mcal N$ prvnim hracem
e $q_1$ je pravdépodobnost zahrani $\mcal K$ druhym hracem
e $q_2$ je pravdépodobnost zahrani $\mcal N$ druhym hracem
e $1-p 1-p 2% je pravdépodobnost zahrani $\mcal P$ prvnim hracem

To ale mlzZzeme napsat jako $$ u\str((p_1,p 2), (g 1,9 2)=\mtr{p 1 &p 2&(1-p 1-p 2)} U
\mtr{q_1\q 2\1-q_1-q_2} $$

Potom pro $$ \mtr {1/3 & 1/3 & 1/3} U=\mtr{0 & 0 & 0} \\mtr{0 & 0 & 0} \mtr{gq_1\gq 2\1-q_1
-q_2} = 0 $$ Tedy strategie $(1/3, 1/3, 1/3)$ a $(1/3, 1/3, 1/3)$ tvofi rovhovaznou situaci a
navic $$ h 1~{*-} = h 1~{*+} = 0 $$

Prvky $x_1\str\in X_i\str$ nazyvdme smisené strategie a plvodni strategie do tohoto nového
prostoru vnorime volbou pravdépodobnostiho rozdéleni $(0, \dots, 0, 1, 0, \dots, 0)$. V tomto
smyslu takovym strategiim rikdme cisté strategie

Veéta $\D{NASH}$ (Nashova)

Pravdépodobnostni rozsifeni kazdé kone¢né hry ma rovnovaznou situaci.

Dlkaz

Méjme rovnovahu $\vv x$, tj. $$ u_i\str(\vv x) \geq u_i\str(x_i\str, x_{\other i}\str) $$ Dale oznacme
$B_i(x_{\other i}\str)$ nejlepsi odpovédi na volbu protihrac¢d $x_{\other i}\str$. Tedy $\vv x$ je
rovnovaha prave tehdy, kdyz $$ \forall i \in N: \quad x_i\str \in B_i(x_{\other i}\str) $$ Tedy $B i :
\prod_{j \neq i} X_j\str\to \mcal P (X_i\str)$ a pokud déame $B_i$ dohromady jako $$ B = (B_i)_{i
\in N}, \qquad B : \prod_ {i\in N} X_i\str \to \prod_{i\in N} \mcal P (X_i\str) $$

44 Pod $\mcal P$ zde myslime "power set" (potencni mnozina) - pro jednu situaci
mUze byt vice nejlepsich strategii (odpovédi)

$B$ je tedy (mnozinova) funkce na prostoru situaci. Podle Kakutanyho véty o pevném bodé existuje
$x\str \in B(x\str)$, coz je rovnovazna situace. $\blacksquare$



Méjme $$ u(\vv x) = (x) U (y) $$

V rovnovazné situaci ndm budou vychdazet stény polyedru

(X1\X2 X3)
A

SN

Priklad - vyuziti pro (bi)maticové hry

Méjme $$ U =\mtr{1 &0\0 &2}, V=\mtr{O & 1\2 & 0} $$

9 d—-ﬂ}/
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Tedy celkem $$ u(p,q) = pq + 2(1-p)(1-q) \ v(p,q) = p(1 - q) + 2(1 - p)q $$
44 Rovnovéaha je tak, ze druhy hra¢ nemdé kam pohnout (je mu to jedno)

Indiferencni rovnice - chceme zafidit, aby $u$ nezaviselo na $p$ a $v$ na $q$

V nasem pfripadé $$ u(p,q) = p(\underbrace{q - 2 + 2q}_0) + 2(1-q) \implies 3q - 2 = 0 \implies q
= {2 \over 3} \ v(p,q) = g(\underbrace{-p + 2 - 2p}_0) + p \implies 3p - 2 = 0 \implies p = \frac 2 3
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$$

Tedy pravdépodobnostni rozdéleni $((2/3, 1/3), (2/3, 1/3))$ tvori rovnovaznou situaci a $$ u(\vv
x\str) = \frac 2 3, \gqquad v(\vv x\str) = \frac 2 3 $$

Véta $\D{ANT}$

U antagonistickych her plati, Ze strategie je optimalni pravé tehdy, kdyZ je opatrna. Rekneme, Ze
strategie $x_i$ je opatrna, pokud zarucuje $h_i™~-$.

44 Strategii nazveme optimalni, pokud tato strategie realizuje néjakou
rovnovaznou situaci

Pokud pocitame $h_17-$, tak "zjistujeme, co mi mUze souper provést”, tj. $$ \begin{align*} u(p,q)
&=q(p-2 + 2q) + 2(1-p) \ &= qg(\underbrace{3p - 2} 0) + 2(1-p) \ &= \frac 2 3 \end{align*} $$

44 Pri zvySeni $p$ da souper $g = 0% a ja si pohorSim, naopak s mensim $p$ dava
souper $q = 1%

Tedy $h_17- = \frac 2 3$ a tato strategie je opatrna.

v v

44 Pravdépodobnostni rozsifeni na nekonec¢nych prostorech se konstruuje pres miry
a Riemann-Stiltjeslv integral
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