1. prednaska

$$ \xdef\scal#1#2{\langle #1, #2 \rangle} \xdef\norm# 1 {\left\IVert #1 \right\rVert}
\xdef\dist{\rho} \xdefland {\&}\xdef\AND {\quad \and \quad}\xdef\brackets#1{\left\{ #1 \right\} }
\xdef\parc#1#2{\frac {\partial #1}{\partial #2}} \xdef\mtr#1{\begin{pmatrix}#1l\end{pmatrix}}
\xdef\bm#1{\boldsymbol{#1}} \xdef\mcal#1{\mathcal{#1}}
\xdef\vv#1{\mathbf{#1}}\xdef\vwvp#1{\pmb{#1}} \xdef\ve{\varepsilon} \xdef\l{\lambda}
\xdef\th{\vartheta} \xdef\a{\alpha} \xdef\vf{\varphi} \xdef\Tagged#1{(\text{#1})}
\xdef\tagged*#1 {\text{#1}} \xdef\tagEqHere#1#2 {\href{#2\#eq-#1} {(\text{#1})}}
\xdef\tagDeHere#1#2 {\href{#2\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\tageq#1{\href{\#eq-
#1}{(\text{#1})}} \xdef\tagDe#1{\href{\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\T#1 {\htmlld{eqg-
#1}{#1}} \xdeAD#1{\htmlld{de-#1}{\vv{#1}}} \xdef\conv#1{\mathrm{conv}\, #1}
\xdef\cone#1{\mathrm{cone}\, #1} \xdef\aff#1{\mathrm{aff}\, #1} \xdef\lin#1{\mathrm{Lin}\,
#1} \xdefispan#1{\mathrm{span}\, #1} \xdef\O{\mathcal O} \xdef\ri#1{\mathrm{ri}\, #1}
\xdef\rd#1{\mathrm{r}\partial\, #1} \xdef\interior#1{\mathrm{int}\, #1} \xdef\proj{\Pi}
\xdef\epi#1l{\mathrm{epi}\, #1} \xdef\grad#1{\mathrm{grad}\, #1}
\xdef\gradT#1{\mathrm{grad}~T #1} \xdef\gradx#1{\mathrm{grad} x #1}
\xdef\hess#1{\nabla”2\, #1} \xdef\hessx#1{\nabla™2 x #1} \xdef\jacobx#1{D x #1}
\xdef\jacob#1{D #1} \xdef\subdif#1{\partial #1} \xdef\co#1{\mathrm{co}\, #1}

\xdef\iter#1{"~ {[#1]}} \xdef\str{~*} \xdef\spv{\mcal V} \xdef\civ{\mcal U}
\xdef\other#1{\hat{#1}} $$

44V jakémsi smyslu zobecnéni optimalizace, kdy méame vice hract

Uvodni pfiklad (hra ultimétum)

Méjme $1 = [0, 11$ a 1. hrac si vybere $x \in I1$ a 2. hrac rikd ano/ne na vybrané $x$.

Hry v normalni formeé

Definice $\D{HNF}$ (Hra v normalni forme)

Mé&jme $n\in \N$ a $N = \set{1, 2, \dots, n}$ je mnozina hraéa. A zavedme

e $X_i$ - mnozina strategii $i$-tého hrace
e $u_i$ - vyherni funkce $i$-tého hrace ($\prod$ je zde kartézsky soucin)
$$u_i : \prod_{i\in N} X_i \to \R$$



Navic predpokladdme, ze hraci hraji "rozumné" a "vi vSechno" (tj. znaji mnoziny strategii ostatnich
hracd i jejich vyherni funkce).
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Rekneme, Ze strategie $x_i$ dominuje $y i$, znac¢ime $ x_i \succ y_i$. Navic zna¢ime $x_{\other
i} = (x_1,\dots, x {i-1}, x {i+1},\dots, x n)$ a pak $$ u_i(x_i, x_{\otheri})\geq u_i(y_i,
x_{\other i}) \quad \forall x_{\other i} \quad \and \quad \exists x_{\other i} \quad u_i(x_i, x_{\other
i}) > u_i(y_i, x_{\otheri}) $$

Strategie $x$ je nedominovana, jestlize neexistuje $y \succ x$.

Pokracovani Uvodniho prikladd

$$ X 1 =1\X 2 =\set{0,1}"I, $$ kde $\set{0,1}"I$ je mnozina zobrazeni z $I$ do $\set{0,1}$.
Pak vyherni funkce jsou $$ u_1(x, f) = \begin{cases} x, & \text{ pro } f(x) = 1\ 0, & \text{ pro }
f(x) = 0 \end{cases} $3$ $$ u_2(x, f) = \begin{cases} 1 - x, & \text{ pro } f(x) = 1\ 0, & \text{ pro
} f(x) = 0 \end{cases} $$

Pro 1. hrace jisté $0 \prec x$ pro $x \neq 0%, protoze $$ u_i(0, f {\otheri}) = 0 $$ ale $$ u_i(x,

f {\otheri}) = \begin{cases} x, & \text{ pro } f(x) = 1\ 0, & \text{ pro } f(x) = 0 \end{cases} \geq
0 $$ Pro 2. hrace $f \prec g$ nastane praveé tehdy, kdyz v $g$ souhlasime ve vice pripadech, tj. $$
\forall x : f(x) = 1 \implies g(x) = 1 \quad \and \quad \exists x : f(x) = 0 \land g(x) = 1 $$ Jinak
zapsano $f < g$.
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Nyni prfedpokladejme $x \precy, \; x,y > 0, x \neq y$, tj. hledame $$ f: u_1(x, f {\hati}) > u_1(y,
f {\hati}) $$ a pak staci libovolna $f$, ze $f(x) = 1, f(y) = 0%, z Cehoz dostaneme $1 > 0%.

44 Z pohledu reseni hry je rozumné neuvazovat libovolné dominované strategie.
Timto jsme ji ale vytrhli z kontextu. Tedy zde by si odmitnutim "budoval prestiz"
na dalSi hry. Zde by totiz 1. hra¢ si mohl vzit (skoro) cely interval (rohlik) a podle
nedominované strategie by to 2. hrac prijal.

Definice $\D{SIT}$ (Situace)

Sitauci nazveme $n$-tici $(x_1, \dots, x_n) \in \prod_{i\in N} X_i$.

Rekneme, Ze situace $\vv x = (x_1, \dots, x_n)$ dominuje podle Pareta sitauci $\vvy = (y 1,
\dots, y n)$, pokud $$ \forall i \in N : u_i (\vv x) \geq u_i (\vv y) \AND \exists i \in N : u_i (\vv x) > u_i
(\wvy) $3$

Pokracovéani Uvodniho prikladi

Napriklad $x = \frac 2 3% a $f(x) = \begin{cases} 1, & x\leg \frac 12\ 0, &
\text{jinak}\end{cases}$.

V tomto pripadé pro $(x, f)$ maji $u_1(x, f) = u_2(x,f) = 0%.

Naopak $y = \frac 1 2$ a $9(x) = \begin{cases} 1, & x\leg \frac2 3\ 0, &
\text{jinak}\end{cases}$.

V tomto pripadé pro $(x, f)$ maji $$ u_1(y, g) = u 2(y, g) =\frac1 2 $$

A tedy $(x,f) \prec (y,9)$ .

44 Pokud se dohodnou v obou situacich, pak o jejich dominovani nemizeme mluvit
- jeden dostane méng, druhy vice.

Definice $\D{ZAR}$ (Zarucovani)

Hrac $i$ si zarucuje $x$, pokud $$ \exists x_i: \forall x_ {\otheri} : u_i(x_i, x_{\otheri}) \geq x
$$ Dolni hodnotou hry pro $i$-tého hrace je $$ h™-_ i =\sup _{x_i} \inf_{x_{\otheri}} u i
(x_i, x_{\other i}) $$

Horni hodnotou hry pro $i$-tého hrace je $$ h™+_i =\inf_{x_ i} \sup_ {x_{\otheri}} u_i (x_i,
x_{\other i}) $$



U dolni hodnoty "skodici" hraci dopredu vi, co zahraji (prvni volime v infimu,
potom az v supremu)

Pro Gvodni piiklad je $$ h 1~ -=h 2~ -=0%$$a$$h 1~ + =h 2~ + =0 $$

Definice $\D{ROV}$ (Rovnovazna situace)
Rekneme, Ze $\vv x$ je rovnovazna situace (Nashova rovnovaha), pokud $$ \forall i \in N :

\forall y_i\in X_i:u_i(x_i, x_{\otheri})\geq u_i (y_i, x_{\otheri}) $$

44 Pro kazdého hrace samostatné je dobré hrat takto

Méjme $(x, f)$ pro $x > 0%, pak pro $f(y) = \begin{cases}1, & y \leqg x\ 0, & y > x\end{cases}$.
Zmeénme $x \to y$, pak pokud

e $y < x$, pak $u_1(x,f) = x$ a $u_1(y,f) =y < x$
e 3y > x$, pak $u_1(x,f) = x$ a $u_1(y,f) = 0 < x$

Nyni zménme $f \to g$, pak pro $g(x) = 1% je $u_2(x,f) = x = u_2(x,9)$. Naopak pro $g(x) = 0% je
$u_2(x,g) = 0\leq u_2(x,f)$.
Hra 2 hracd

Zde $n = 2% a znaCme

e $x 1% jako $x$, $X 1% jako $X$
e $x 2% jako $y$, $X 2% jako $Y$
e $u_1% jako $u$
e $u 2% jako $v$

Antagonisticka hra je takova, ze pro situace $(x,y)$ a $(\bar x, \bar y)$, tak pokud $$ u(x,y) \geq
u(\bar x, \bar y) \iff v(x,y) \leq v(\bar x, \bar y) $$

44 Paretovskd dominance vylucuje antagonistickou hru

Hra s konstatnim souctem nazyvame hru, kde $$ u(x,y) + v(x,y) = c $$ a specidlni pfipad jsou
hry s nulovym souctem, kde $$ u(x,y) + v(x,y) = 0 $$



Sachy jsou hra s konstantim souctem (vyhra - 1, remiza - 0.5). Naopak fotbal
neni (vyhra - 3, remiza - 1), ale je antagonisticka.

44 U koopertivnich her maiji hrac¢i néjakym zplsobem moznost dosahovat
paretovské dominance

Definice $\D{MAT}$ (Maticova hra)

Méjme hru 2 hract, kde mnoziny $X,Y$ jsou kone¢né. Pisme $$ X = \set{x_1, \dots, x k} \AND Y =
\set{y 1, \dots, y I} $$ a pak situace uspordadame do matice $X \times Y$ nasledovné

&
Matice $A,B$ jsou pak vyherni matice 1. a 2. hrace a $u(x_i, y j) = A {i,j}$.

Je-li navic $A = - B$, pak jde o maticovou hru, coz je hra s nulovym souctem.

44 Pareto optimalni situace je takova, Ze neni dominovana podle Pareta
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