Subgradient a subdiferencial
a Fenchelova transformace
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Subgradient a subdiferencial

Definice $\D{2.5.1}$ (Subgradient a subdiferencial)

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina. Vektor $a \in \R"n$ se nazyva subgradient
funkce $f: X \to \R$ v bodé $x"~*\in X$, jestlize $$ f(x) - f(x~* ) \geq \scal a {x - x** }
\tag{\T{2.5.1}} $$ pro kazdé $x \in X$. Mnozina v$ech subgradientu funkce $f$ v bodé $x"~* $ se
nazyva subdiferencial funkce $f$ v bodé $x"* $ a znadi se $\subdif f(x~* )$. Funkce $f$ se
nazyva subdiferencovatelna v bodé $x"* $, jestlize $\subdif f(x~* ) \neq \emptyset$.

44 Jisté plati podle Véty $\tagDeHere{2.4.2}{./konvexni-funkce}$ i $\grad f(x~*)
\in \subdif f(x~*)$

Specialné, je-li $f:X \subseteq \R \to \R$ konvexni a $x™*\in \ri X$, pak podle Véty
$\tagDeHere{2.4.7}{./konvexni-funkce}$ existuji jednostranné derivace $f'_+(x™*), f'_ -(x"*)$,
pricemz plati $f'_-(x~*)\leq f'_ +(x"~*)$. V tomto pripadé pak mame $$ \subdif f(x~* ) = [f'_ -(x"*
), f'_+(X7*)] $$



Veéta $\D{2.5.4}$

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina a $f: X \to \R$

e Je-li funkce $f$ konvexni a $x”*\in \ri X$, pak $\subdif f(x~* )$ je neprazdna,
uzavrena a konvexni mnozina
e Je-li $\subdif f(x)$ neprazdna pro kazdé $x \in X$, pak $f$ je konvexni na $X$

Fenchelova transformace

Fenchelova transformace je transformace, ktera k funkci $f: X \subseteq \R™n \to \R$ pfriradi
konvexni funkci $f~* : \R~n \to \R$. Této pridruzené funkci $f~* $ se v reci
optimalizace/matematického programovani fika dudlni tloha (viz Definice
$\tagDeHere{4.3.3}{./dualni-uloha}$).

Definice $\D{2.6.1}$ (Fenchelova transformace)

Necht $f: \R™n \to \R$. Funkce $$ f~* (y) :=\sup_{x \in \R"n} [\scal x y - f(x)] $$ se nazyva
Fenchelova transformace funkce $f$ (nebo také (konvexné) konjugovanou funkci funkce
$f$).

44 Jisté $f: \R™n \to \R \cup \set{\infty}$ a proto definujeme jesté efektivni
defini¢ni obor $D™* (f) = \set{x \in D(f) \mid f(x) < \infty}$

Lemma $\D{2.6.3}%

Necht je ddna funkce $f: X \subseteq \R"n \to \R$ a $f~* $ je jeji Fenchelova transformace. Pak
nasledujici tvrzeni jsou pravdiva:

e Funkce $f~* $ je konvexni na mnoziné $Y := \set{y \in \R”n \mid f~* (y) < \infty}$

e Pro kazdé $x \in X$ a $y \in \R™"n$ plati tzv. Fenchelova(-Youngova) nerovnost
$$f(x) + f~* (y) \geq \scal x y$$ pricemz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz $y \in
\subdif f(x)$.

o Je-li $f(x) \geq g(x)$ na $X$, pak $f~* (y) \leq g™* (y)$ pro vsechna $y \in \R"n$.

Veéta $\D{2.6.6}$ (Fenchel & Moreau)

Necht $X \subseteq \R™n$ je konvexni mnozina a funkce $f: X \to \R$ konvexni na $X$. Pak v
kazdém bodé spojitosti funkce $f$ plati tzv. Fenchelova rovnost $$ f~{** } = f $$



Jinak rec¢eno, druha Fenchelova transformace ke konvexni funkci je s touto
funkci totozna, tj. $f~ {**} \equiv f$ pro $f$ konvexni. Navic jelikoz $f~* $ je
vzdy konvexni, tak dostavame, Ze pocitat tfeti Fenchelovu transformaci $f~ {* *
* }$ nema smysl, protoze bude totozna s prvni Fenchelovou transformaci $f~* $

Definice $\D{2.6.7}$ (Obalka funkce)

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina a $f: X \to \R$. Potom funkce $$ g(x) := \sup
\set{h(x) \mid h \text{ je konvexni a } h(x) \leq f(x) \; \forall x \in X} $$ se nazyvd konvexni
obalka (obal) funkce $f$ a znaci se $\co f$.

44 Jinak receno, $\co f$ je nejvétsi konvexni funkce, ktera je majorizovana funkci

$f$

Jisté plati $D(\co f) = \conv (D (f))$, z ¢ehoZ plyne $\conv (\epi f) \subseteq \epi (\co f)$

coff) = ||

Zde $\conv (\epi f) = \epi {|x|} \setminus \set{0}$, ale $0 \in \epi (\co f)$

Veéta $\D{2.6.9}$

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina a $f: X \to \R$. Potom pro kazdé $x \in \ri X$ plati
$$ \co f(x) = f~{** }(x) $%
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