Oddeélovani konvexnich
mnozin

$$ \xdef\scal#1#2{\langle #1, #2 \rangle} \xdef\norm#1{\left\IVert #1 \right\rVert}
\xdef\dist{\rho} \xdef\and{\&}\xdef\brackets#1 {\left\{ #1 \right\} } \xdef\parc#1#2{\frac {\partial
#1}{\partial #2}} \xdef\mtr#1{\begin{pmatrix}#1l\end{pmatrix}}
\xdef\bm#1{\boldsymbol{#1}} \xdef\mcal#1{\mathcal{#1}}
\xdeflvv#1{\mathbf{#1}}\xdef\vvp#1{\pmb{#1}} \xdef\ve{\varepsilon} \xdef\[{\lambda}
\xdef\th{\vartheta} \xdef\a{\alpha} \xdef\vf{\varphi} \xdef\Tagged#1{(\text{#1})}
\xdef\tagged*#1{\text{#1}} \xdef\tagEqHere#1#2{\href{#2\#eqg-#1}{(\text{#1})}}
\xdef\tagDeHere#1#2 {\href{#2\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\tageEq#1{\href{\#eq-
#1T{(\text{#1})}} \xdef\tagDe#1{\href{\#de-#1} {\text{#1}}} \xdefA\T#1{\htmlld{eqg-
#1}{#1}} \xdef\D#1{\htmlld{de-#1}{\vv{#1}}} \xdef\conv#1{\mathrm{conv}\, #1}
\xdef\cone#1{\mathrm{cone}\, #1} \xdef\aff#1{\mathrm{aff}\, #1} \xdef\lin#1{\mathrm{Lin}\,
#1} \xdefispan#1{\mathrm{span}\, #1} \xdef\O{\mathcal O} \xdef\ri#1 {\mathrm{ri}\, #1}
\xdef\rd#1{\mathrm{r}\partial\, #1} \xdef\interior#1{\mathrm{int}\, #1} \xdef\proj{\Pi}
\xdef\epi#1l{\mathrm{epi}\, #1} \xdef\grad#1{\mathrm{grad}\, #1}
\xdef\gradT#1{\mathrm{grad}~T #1} \xdef\gradx#1{\mathrm{grad} x #1}
\xdef\hess#1{\nabla”2\, #1} \xdef\hessx#1{\nabla”™2_x #1} \xdef\jacobx#1{D_x #1}
\xdef\jacob#1{D #1} \xdef\subdif#1{\partial #1} \xdef\co#1{\mathrm{co}\, #1}
\xdef\iter#1{~{[#1]}} \xdef\str{~*} \xdef\spv{\mcal V} \xdef\civ{\mcal U}
\xdef\knvxProg{\tageqHere{4.1} {./nutne-a-postacujici-podminky-optimality} \, \and \,
\tagEqHere{4.2} {nutne-a-postacujici-podminky-optimality}} $$

Oddélitelnost mnozin

Definice $\D{2.3.1}$ (Oddélitelnost mnozin)

Neprazdné mnoziny $X 1, X 2$ se nazyvaiji

o oddélitelné, jestlize existuje $p \in \R™n \setminus \brackets{\vv 0}$ takové, ze
$$\scal p {x_1} \geq \scal p {x 2}$$ pro kazdé $x_1\in X 1, x 2 \in X_25.

e vlastné oddélitelné, jestlize jsou oddélitelné a zaroven existuji body $x_17*\in X _1,
X _27%\in X_2$ takové, ze
$$\scal p {x 1™* } >\scal p {x 2"* }$$%

e silné oddélitelné, jestlize existuje $p \in \R”™n \setminus \brackets{\vv 0}$ takové, ze
$$\inf_{x_1\in x_1} \scal p {x_1} > \sup_{x_2\in X_2} \scal p {x_2},$$ je-li navic $\beta
\in [\sup_{x_2\in X 2} \scal p {x_2},\inf_{x_1\in X 1} \scal p {x_1}1$, nadrovina



$$H_{p,\beta} := \brackets{x \in \R”~n \mid \scal p x = \beta}$$ se nazyva oddélujici
nadrovinou mnozin $X_1$ a $X_2$.

44 Ve vyjadreni $\brackets{x \in \R™~n \mid \scal p x = \beta}$ znaci $p$ normalovy
vektor nadroviny a $\beta$ jeji posunuti
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Definice $\D{2.3.2}$ (Projekce bodu)

Necht $X \subseteq \R"n$ je neprazdna mnozina a $x \in \R™"n$. Bod $x~*\in X$ nazveme
projekci bodu $x$ na mnozinu $X$ a oznacime $\proj X (x)$, jestlize $$ \norm{\proj_X (x) - x}
\leg \norm{y - x} $$ pro kazdé $y \in X$.

Véta $\D{2.3.4}$

Neprazdné konvexni mnoziny $X_1,X 2 \in \R”™n$ jsou silné oddélitelné pravé tehdy, kdyz maji
nenulovou vzdalenost, tj. $$ \dist (X_1, X_2) :=\inf_{x_1\in X_1, x_2\in X_ 2} \norm{x_1-x 2} >0,
$$ coz je ekvivalentni s podminkou $0 \notin \overline{X 1 - X 2}$.

Pod kompaktni mnozinou myslime mnozinu, ktera je ohrani¢enad (ma konec¢ny priimér) a uzavrena
(obsahuje svou hranici).

Pokud jsou mnoziny $X_1, X_2 \subseteq \R™n$ neprazdné, konvexni a disjunktni a navic BUNO je
$X_1% uzavrena a $X 2$ kompaktni, tak jsou mnoziny silné oddélitelné.

Pozadavek kompaktnosti mnoziny $X 2$ vynechat nelze, viz protipriklad dvou hyperbol (obrazek
je pouze ilustrativni)



Véta $\D{2.3.5a}$ (Geometricky popis konvexnich mnozin)

Libovolna uzavrena konvexni mnozina $X \subseteq \R™n$ je reSenim (nekonecné) soustavy
neostrych linedrnich rovnic.

44 Geometricky: kazda uzaviena konvexni mnozina $X \subsetneqqg \R™"n$ je
prunikem uzavienych poloprostoru, konkrétné véech uzavienych
poloprostord obsahujicich $X$
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Opérné nadroviny

Definice $\D{2.3.6}$ (Opérna nadrovina)

Necht $X \subseteq \R"n$ je neprazdna mnozina a necht $a \in \partial X := \overline X \setminus
\interior X$. Nadrovina $H_{p, \beta}$ se nazyva


https://bookstack.zapadlo.name/uploads/images/gallery/2022-12/image-1672340919071.png

e opérnou nadrovinou mnoziny $X$ v bodé $a$, jestlize
$$\scal p x \geq \beta = \scal p a$$ pro kazdé $x \in X$

e vlastni opérnou nadrovinou mnoziny $X$, jestlize je opérnou nadrovinou mnoziny
$X$ a zaroven existuje $x"~*\in X$ takové, ze
$$\scal p {x~* } > \beta$$

44 Jinak re¢eno mnozina musi lezet pouze v jednom z poloprostor( ur¢enych
opérnou nadrovinou.

Véta $\D{2.3.7}$ (Existenci opérné nadroviny)

Necht $X \subseteq \R"n$ je neprazdnd konvexni mnozina a necht $a \in \rd X \subseteq \partial
X$. Pak v bodé $a$ existuje vlastni opérna nadrovina mnoziny $X$.

44 Pro relativni vnitfek $\ri X$ mnoziny $X$ a jeji vnitfek plati $\interior X \subseteq
\ri X$ a tedy jisté
$$\overline X \setminus \ri X = \rd X \subseteq \partial X = \overline X \setminus
\interior X$$

Podminky oddélitelnosti

Veta $\D{2.3.7a}$ (Oddélitelnost mnozin)

Necht $X 1, X_2 \subseteq \R™n$ jsou neprazdné, konvexni a disjunktni mnoziny. Pak pro tyto
mnoziny existuje oddélujici nadrovina.

Véta $\D{2.3.8} %

Neprazdné konvexni mnoziny $X 1, X 2 \subseteq \R"n$ jsou vlastné oddélitelné pravé tehdy,
kdyz $\ri X_1 \cap \ri X_2 = \emptyset$.

Veéta $\D{2.3.9}$ (Farkas & Minkowski)

Necht $A\in \R™{m \times n}$ a $b \in \R"m$. Potom je praveé jeden z nasledujicich systém
rovnic a nerovnic resitelny: $$ Ax = b, \quad x \geq 0, \tag{\T{2.3.5}} $$ $$ A~T y \geq 0, \quad
\scaly b < 0\tag{\T{2.3.6}} $$



Jinak feceno soustava $\tagEq{2.3.5}$ ma reSeni prave tehdy, kdyz pro vSechna
$y \in \R™"m$ plati $A™T y \geq 0% a zaroven $\scal y b \geq 0%

Jesté jinak mUzeme vétu formulovat tak, Ze bud $b$ lezi v konvexnim kuzelu
$\cone{\brackets{a i} {i=1}"n}$ nebo jsou $b$ a konvexni kuzel silné oddélitelné.

Z této véty pak plynou tzv. véty o alternativé, které mdzeme najit napriklad v linedrnim
programovani.

Tvrzeni Véty $\tagDe{2.3.9}$ mUzeme také napsat jako:

Jestlize systém $$ f 0(x) :=\scal {a_0} x < 0, \quad f_i(x) :=\scal {a_i} x \leq 0, \quad i \in
\brackets{1, \dots, m} $$ nema pro dana $a_0, \dots, a_m \in \R"m$ rfeseni na $\R™n$, pak existuji
Cisla $y 1, \dots, y m \geq 0% takova, Zze $$a 0 + \sum {i=1}"my ia i =0, \quad \text{tj.

H O(x) +\sum {i=1}"my if i(x)=0 $$ pro kazdé $x \in \R™"n$.

Toto plyne z toho, Ze pokud v $\tagDe{2.3.9}$ polozime $b = a_0% a $A = -(a_1, \dots, a m)$ (a
zaménime-li $x$ a $y$), pak podle predpokladu nema systém $A~T x \geq 0\, \and \, \scal x {a_0}
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< 0$ reSeni. A tedy dostavame, Ze systém $Ay = a_0, y \geq 0% reSeni mit musi.

Véta $\D{2.3.12}$ (Fan & Glicksburg & Hoffman)

Necht mnozina $X \subseteq \R™n$ je konvexni, funkce $f 1, \dots, f k: X \to \R$ jsou konvexni a
funkce $f {k+1}, \dots, f m$ afinni, tj. pro $j \in \brackets{k+1, \dots, m}$ mame $f j = \scal
{a_j} x + \beta j$ pro vhodnda $a _j\in \R™n$ a $\beta j\in \R$. Jestlize systém nerovnosti a
rovnosti $$ \begin{rcases} f i(x) < 0, & i \in \brackets{1, \dots, k} \ f_j(x) = 0, & j \in \brackets{k+
1, \dots, m} \end{rcases} \tag{\T{2.3.8}} $$ nema FesSeni na $X$, pak existuji takové konstanty
$$y 1,\dots, y k\geq 0 \quad \and \quad y {k+1}, \dots, y m\in \R $$ ze pro alespon jedno $I\in
\brackets{1, \dots, m}$ je $y I \neq 0% a pro vSechna $x \in X$ plati $$ \sum {i=1}"my if i(x)
\geq 0 \tag{\T{2.3.9}} $%

Nasledujici véta udava podminky, které zajistuji kladnost jistého vyzna¢ného $y i$ (BUNO $i = 0%)
ve vztahu $\tagEq{2.3.9}$. Po vydéleni vztahu $\tagEq{2.3.9}$ timto $y i$ dostaneme BUNO $y i
=1%.

Véta $\D{2.3.13}$ (Podminky regularity)

Necht mnozina $X \subseteq \R™n$ je konvexni a funkce $f 0, \dots, f m: X \to \R$ jsou konvexni.
Jestlize systém nerovnosti $$ f 0(x) < 0, \tag{\T{2.3.10}} $$ $$ f i(x) < 0, \quad i \in \brackets{1,
\dots, m} \tag{\T{2.3.11}} $$ nema FesSeni na $X$ a podsystém $\tagEq{2.3.11}$ ma resSeni na
$X$, pak existuji $y_1, \dots, y m \geq 0% takova, ze pro vSechna $x \in X$ plati $$ f 0(x) +
\sum_{i = 1}"my_i f i(x) \geq 0 \tag{\T{2.3.12}} $$
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