Nutné a postacujici
podminky optimality
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Obecny uvod

Ulohou matematického programovani nazveme $$ f(x) \to \min, \quad x \in X \tag{\T{4.1}} $$
kde pripustna mnozina $X$ je zadana systém rovnosti a nerovnosti $$ X := \set{x \in P \subseteq
\R™n\mid g _i(x)\leq 0,\; g j(x) =0, \;i=1,\dots, k, \; j = k+1, \dots, m} \tag{\T{4.2}} $$

44 Zde je dUlezité podotknout, Ze vzdy chceme nerovnostni omezeni pouze tvaru
$\bm{g_i(x) \leq 0}%

44 Je dobré si zapatovat, ze

e $m$ - pocet omezeni



e $k$ - pocet nerovnosti (tzn. $g 1, \dots, g _k$ jsou nerovnosti,
zbytek rovnosti)

Omezeni zakomponovana v $P$ se nazyvaji prima, naopak omezeni ve formé $g_I$ se nazyvaji
funkcionalni. Déle definujme

e mnozinu pFipustnych vektori
$$\spv(x™*, X) :=\set{h \in \lin X \mid \exists \, \a_0 > 0 : x™* + th \in X \text{ pro }
\forall t\in (0, \a_0)}$$
o je to kuzel
e mnozinu spadovych vektoru (kuzel zlepsujicich vektoru)
$$\civ(x™*, f) :=\set{h \in \lin X \mid \exists \,\a_0 > 0 : x~* + th \in D(f) \; \and \; f(x"~*
+ th) < f(x™* ) \text{ pro } \forall t\in (0, \a_0)}$$

Lemma $\D{4.1.1}%

Necht $X \subseteq \R$ a $f: X \to \R$ jsou dany. Je-li bod $x~*\in X$ lokdInim resenim Ulohy
$\tagEq{4.1}$, potom $$ \spv (x™*, X) \cap \civ (x*~*, f) = \emptyset $$

Definice $\D{4.1.2}$ (Stacionarni bod)

Necht mnozina $X \subseteq \R™"n$ je konvexni a funkce $f: X \to \R$ je diferencovatelna na (
néjaké otevifené mnoziné obsahujici) $X$. Rekneme, Zze bod $x”* \in X$ je stacionarnim bodem
Ulohy $\tagEq{4.1}$ (nebo také stacionarnim bodem funkce $f$ na mnoziné $X$), jestlize $$
\scal {\grad f(x~* )} {x-x"* }\geq 0 \tag{\T{4.1.2}}, $$ pro kazdé $x \in X$.

44 Vyraz v $\tageq{4.1.2}$ je smérova derivace $x"* $ do libovolného bodu v
$X$ - v téchto smérech musi byt $f$ neklesajici

Pro $X = \R™n$ je podminka $\tagEq{4.1.2}$ spInéna pouze v pripadé $\grad f(x~*) = 0%

Dale ukazme, Ze stacionarni bod ve smyslu Definice $\tagDe{4.1.2}$ ma vlastnosti, které od négj
ocekavame.

Veéta $\D{4.1.3}%$ (Vlastnosti staciondrniho bodu)

Necht $f: X \to \R$ je diferencovatelna na (néjaké oteviené mnoziné obsahujici konvexni
mnozinu) $X \subseteq \R™"n$.



1. Je-li $x7~*\in X$ lokalnim extrémem funkce $f$ na $X$ (tj. lokalnim feSenim Ulohy
$\tageq{4.1}$), pak $x~* $ je stacionarnim bodem funkce $f$ na $X$

2. Naopak, je-li $f$ (ostre) konvexni na $X$ a $x™*\in X$ je stacionarnim bodem $f$ na
$X$, pak $x°* $ je (jedinym) feSenim ulohy $\tagEq{4.1}$, tj. (jedinym) globalnim
minimem $f$ na $X$.

Pokud avsak $f$ neni konvexni, potrfebujeme o rozhodnuti "extrémnosti" stacionarniho bodu dalsi
nastroje

Nutna podminka pro $\tageq{4.1}$

Je-li $x7*\in X$ lokdalnim minimem funkce $f: X \to \R, \; f\in C"~2$, na konvexni mnoziné $X
\subseteq \R™"n$, pak $$ (x - x~* )T \hess f(x™* )(x - x~* ) \geq 0 $$ pro vSechna $x \in X$
takova, ze $\gradT f(x™* )(x - x~* ) = 0%, tj. pro vektory $(x - x™* )\in \ker\gradT f(x~*)$

Postacujici podminka pro $\tageq{4.1}$

Bod $x7* $ je lokalnim minimem funkce $f: X \to \R, f\in C~2$, na konvexni mnoziné $X
\subseteq \R™n$, jestlize $$ \gradT f(x™*) (x - x~*) \geq 0, \; \forall x \in X, $$ (tj. je to stacionarni
bod ve smyslu Definice $\tagDe{4.1.2}$), mnozina $X$ je polyedr a plati $$ (x - x~*)"~T \hess
f(x™*) (x - x™*) > 0 $$ pro vSechna $x \in X$ takova, ze $x \neq x~* $ a $(x - x™* ) \in \ker \gradT
f(x~*)$

a4 Je-li $X$ polyedr, pak je $\spv (x~*, X)$ uzaviena

Nutné a postacujici podminky optimality

Uvazujme pridruzenou Lagrangeovu funkci $L: P \times \R \times \R"m \to \R$ k Uloze
$\tagEq{4.1} \; \and \; \tagEq{4.2}$ definovanou jako $$ L(x,y 0,y) :=y 0 f(x) + \sum_{i=1}"m
y_ig_i(x), \tag{\T{4.1.2}} $$ pricemz v pripadé $y 0 = 1$ bude $L(x, 1, y) := L(x,y)$. Navic Cisla
$y 0, \dots, y m$ nazyvame Lagrangeovymi multiplikatory.

44 Omezeni nazveme aktivni, pokud se realizuje jako rovnost

Dale jesté zavedme nasledujici $$ Q := \set{y = (y_1, \dots, y m)"~T \mid y_1, \dots, y k\geq 0} $$
a dvé dalsi mnoziny:

e Mnozinu aktivnich omezeni v bodé $x \str$
$$1(x \str) := \set{i\in \set{1, \dots, k} \mid g _i(x \str) = 0}, \quad x \str\in X$$



e Mnozinu indext viech funkci, které se v bodé $x\str$ realizuji jako rovnost $$S(x \str) :=
[(x\str) \cup \set{k+1, \dots, m}, \quad x \str\in X$$

Véta $\D{4.2.1}$ (Lagrangedlv princip)

Necht mnozina $P \subseteq \R"n$ je konvexni, funkce $f, g_1, \dots, g k : P \to \R$ jsou
diferencovatelné v bodé $x~*\in X$ a $g_{k+1}, \dots, g_m$ jsou spojité diferencovatelné na
néjakém okoli bodu $x7* $. Je-li bod $x~*\in X$ lokalnim FeSenim Ulohy $\tagEq{4.1} \; \and \;
\tagEq{4.2}$, pak existuji Lagrangeovy multiplikatory $y O\str > 0$ a $y\str \in Q$ takové, ze
ne vSechna $y 0 \str, \dots, y_m \str$ jsou nulova a plati $$ \scal {\gradx L(x\str, y _O\str, y\str)}
{x - x\str} \geq 0 \quad \forall x \in P \tag{\T{4.2.3}} $$ $$ y_i\str g_i(x\str) = 0, \quad i = 1, \dots,
m \tag{\T{4.2.4}} $%

Podminka $\tagEq{4.2.3}$ znamena, Ze $x\str$ musi byt stacionarnim bodem funkce $L(x,
y_0\str, y\str)$ (podminka stacionarity). Dale podminka $\tagEq{4.2.4}$ se nazyva podminka
komplementarity a pozadavek $y 1\str, \dots, y _k\str > 0$ jako podminka duality.

44 Jisté $y O \str, y_1\str, \dots, y_k\str\geq 0%, $y_{k+1} \str, \dots, y m \str\in
\R\iff y_O\str > 0% a $y\str\in Q$

Jelikoz situace s $y_O\str = 0% je problematickd, existuji podminky na zaruceni $y_O\str \neq 0%, coz
je ekvivalentni s $y O\str = 1$. Tyto podminky se nazyvaji podminky kvalifikovaného omezeni:

e Reguldrnost bodu $x\str$, tj, bod $x\str$ je regularni, pokud jsou $\grad g_i(x\str)$ pro
$i \in S(x\str)$ linedrné nezavislé (tj. gradienty aktivnich omezeni jsou LNZ)

o afinni omezeni - funkce $g_1, \dots, g m$ jsou afinni

e Slaterova podminka - $g 1, \dots, g _k$ jsou konvexni, $g_{k+1}, \dots, g_m$ jsou
afinni, konstantni vektory $\grad g _i$ jsou linedrné nezavislé pro $i\in \set{k+1,
\dots, m}$ a existuje $\bar x \in P$ takové, ze $g_i(\bar x) < 0% pro $i\in \set{1, \dots,
k}$ a $g_j(\bar x) = 0% pro $j \in \set{k+1, \dots, m}$

Dusledek $\D{4.2.2}$

Necht $P \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina, funkce $f, g_1, \dots, g m$ jsou
diferencovatelné na (néjaké oteviené mnoziné obsahujici) $P$ a pro $x\str\in X$ existuji
multiplikatory $y\str\in Q$ takové, ze plati $\tagEq{4.2.3}$ & $\tagEq{4.2.4}$ s $y O\str = 15.
Necht je dale splnén (alespori) jeden z néasledujicich predpokladi:

1. funkce $L(x, y\str)$ je konvexni na mnoziné $P$

2. Uloha $\tageq{4.1}$ & $\tagEq{4.2}$ je Ulohou konvexniho programovani, tj. na
konvexni mnoziné $P$ jsou funkce $f, g 1, \dots, g k$ konvexni a $g_{k+1}, \dots,
g_m$ afinni

Pak bod $x\str$ je globalnim reSenim Ulohy $\tagEq{4.1}$ & $\tagEq{4.2}$.



Teoreticky staci pouze kvazikonvexni $g 1, \dots, g_k$

Veéta $\D{4.2.3}$ (Karushova-Kuhnova-Tuckerova v diferencialnim
tvaru)

Necht $P \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina, funkce $f, g_1, \dots, g_k$ konvexni a
diferencovatelné na (néjaké oteviené mnoziné obsahujici) $P$, funkce $g {k+1}, \dots, g m$
afinni na $P$ a necht plati (alespori) jedna z nasledujicich podminek:

1. (LNZ) mnozina $P$ je otevrena, vektory $\grad g i(x), i \in S(x)$ jsou linearné
nezavislé pro kazdé $x \in X$.

2. (Slaterova) funkcionalni omezeni jsou pouze tvaru nerovnosti, tj. $k = m$, a existuje
bod $\bar x \in P$ takovy, ze $g_i(\bar x) < 0% pro $i\in \set{1, \dots, k}$

3. (linearni) mnozina $P$ je polyedr a funkce $g 1, \dots, g k$ jsou afinni

Pak $x\str$ je reSenim uUlohy $\tagEq{4.1}$ & $\tagEq{4.2}$ prave tehdy, kdyz existuje $y\str\in
Q% takové, Ze plati $\tagEq{4.2.3}$ & $\tagEq{4.2.4}$ s $y O\str = 1%.

Veéta $\D{4.2.4}$

Necht funkce $f, g_1, \dots, g m$ jsou dvakrat spojité diferencovatelné v bodé $x\str$ a $x\str\in
\interior P$ je takovy, ze existuji multiplikatory $y\str \in Q$ splnujici $\tageq{4.2.3}$ &
$\tagEq{4.2.4}$ s $y O\str = 1$ a soucasné $y i\str > 0% pro $i\in I(x\str)$ (tzv. podminka ostré
komplementarity), tj. $$ \gradx L(x\str, y\str) = 0, $$ $$ g_i(x\str) \leq 0 \text{ pro } i\in \set{1,
\dots, k}, \qquad g_i(x\str) = 0 \text{ pro } i\in \set{k+1, \dots, m}, $$ $$ y_i\str > O \text{ pro } i
\in I(x\str), \qquad y_i\str = 0 \text{ pro } i\in \set{1, \dots, k} \setminus I(x\str), $$ $$ y_i\str\in \R
\text{ pro } i\in \set{k+1, \dots, m} $$ Jestlize $$ \hessx L(x\str, y\str) > 0 \text{ na } \ker (\gradT
g_i(x\str))_{i\in S(x\str)}, $$ tj. $h~T \hessx L(x\str, y\str) h > 0$ pro vsechna $h \in \R™n
\setminus \brackets{0}$ takova, ze $\scal {\grad g_i(x\str)} h = 0% pro $i\in S(x\str)$, pak bod
$x\str$ je ostré lokalni minimum funkce $f$ na mnoziné $X$.
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