Numerické metody v R™n

$$ \xdef\scal#1#2{\langle #1, #2 \rangle} \xdef\norm# 1 {\left\IVert #1 \right\rVert}
\xdef\dist{\rho} \xdefland {\&}\xdef\brackets#1{\left\{ #1 \right\} } \xdef\parc#1#2{\frac {\partial
#1}{\partial #2}} \xdef\mtr#1{\begin{pmatrix}#1l\end{pmatrix}}
\xdef\bm#1{\boldsymbol{#1}} \xdef\mcal#1{\mathcal{#1}}
\xdef\vv#1{\mathbf{#1}}\xdef\vwvp#1{\pmb{#1}} \xdef\ve{\varepsilon} \xdef\l{\lambda}
\xdef\th{\vartheta} \xdef\a{\alpha} \xdef\vf{\varphi} \xdef\Tagged#1{(\text{#1})}
\xdef\tagged*#1 {\text{#1}} \xdef\tagEqHere#1#2 {\href{#2\#eq-#1} {(\text{#1})}}
\xdef\tagDeHere#1#2 {\href{#2\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\tageq#1{\href{\#eq-
#1}{(\text{#1})}} \xdef\tagDe#1{\href{\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\T#1 {\htmlld{eqg-
#1}{#1}} \xdeAD#1{\htmlld{de-#1}{\vv{#1}}} \xdef\conv#1{\mathrm{conv}\, #1}
\xdef\cone#1{\mathrm{cone}\, #1} \xdef\aff#1{\mathrm{aff}\, #1} \xdef\lin#1{\mathrm{Lin}\,
#1} \xdefispan#1{\mathrm{span}\, #1} \xdef\O{\mathcal O} \xdef\ri#1{\mathrm{ri}\, #1}
\xdef\rd#1{\mathrm{r}\partial\, #1} \xdef\interior#1{\mathrm{int}\, #1} \xdef\proj{\Pi}
\xdef\epi#1l{\mathrm{epi}\, #1} \xdef\grad#1{\mathrm{grad}\, #1}
\xdef\gradT#1{\mathrm{grad}~T #1} \xdef\gradx#1{\mathrm{grad} x #1}
\xdef\hess#1{\nabla”2\, #1} \xdef\hessx#1{\nabla™2 x #1} \xdef\jacobx#1{D x #1}
\xdef\jacob#1{D #1} \xdef\subdif#1{\partial #1} \xdef\co#1{\mathrm{co}\, #1}

\xdef\iter#1{"~ {[#1]}} \xdef\str{~*} \xdef\spv{\mcal V} \xdef\civ{\mcal U}
\xdef\knvxProg{\tageqHere{4.1}{./nutne-a-postacujici-podminky-optimality} \, \and \,
\tageqHere{4.2} {nutne-a-postacujici-podminky-optimality}} $$

Budeme se vénovat uloham (presné&ji numerickym metodam jejich feseni) typu $$ f(x) \to \min,
\quad x \in \R™n, \tag{\T{3.2.1}} $$ kde $f:\R™n \to \R$ je (jednou/dvakrat/tfikrat) spojité
diferencovatelna funkce. Obecné jsou metody numerické optimalizace zalozeny na
minimalizac¢ni posloupnosti $\brackets{x™ {[k]}}$ definované jako $$ x~{[k+1]} = x~{[k]} +
\a_k h_k, $$ kde $\a_k\in \R$ se nazyva délka $k$-tého kroku a vektor $h_k\in \R"n$ je smér
$k$-tého vektoru.

44 Budeme uvaZzovat tzv. presnou minimalizaci, kdy dil¢i minimalizace feSime
presné (nikoliv numerickymi metodami)

44 VSechny nasledujici metody jsou spadové

Metoda nejvetsiho spadu



U této metody volime $$ h_k = - \grad f(x~{[k]}), $$ pricemz délku kroku volime pfesnym
resenim Ulohy $3$ f(x~{[k+1]}) = f(x~{[k]} - \a_k \grad f(x~{[k]})) = \min_{\a \geq 0} f(x™{[k]} -
\a \cdot \grad f(x"~ {[k]})) $$ Déle bude platit, Ze vektory uréené body $x~{[k+1]}, x~{[k]}$ a
$x~{[k+2]}, x~{[k+1]1}$ jsou na sebe ortogonalni. Z tohoto dostavame, Ze pro dany smér
hleddme nejblizsi vrstevnici, kterd bude te¢na k tomuto vektoru.

Tato metoda je prvniho radu (staci nam pouze gradient).
44 V nékterych pripadech dochazi k tzv. "cik-cak" efektu (klikaténi), kdy se

minimalizujici posloupnost dostava k optimu velmi pomalu. Toto se déje
napfiklad u Rosenbrockovy (bananové) funkce (jedna z testovacich funkci)

Kvadratické funkce

Necht $f$ je kvadraticka funkce tvaru $$ f(x) = \frac 1 2 \scal {Qx} x - x~T b \tag{\T{3.2.2}}, $%
kde $Q = QT > 0% je symetricka $n \times n$ matice a $b \in \R™"n$. Takova funkce $f$ je ostre
(i silné) konvexni. Z pozitivni definitnosti $Q$ dostdvame, Ze vlastni ¢isla matice $Q$ jsou kladné a
mdzeme je usporadat nasledovné $$ 0 < \I_1\leq \I_2 \leq \dots \leq \|_n $$ Diky tomu mizeme
Glohu $\tagEq{3.2.1}$ vyresit "primo" jako $x~* = Q™ {-1} b$, nicméné pocitani inverze mize byt
velice narocné (vypocetné).

V tomto pripadé je gradient $g$ funkce $f$ dan jako $$ g(x) := \grad f(x) = Qx - b, $$ tedy v
jednotlivych iteracich dostavame $g_k := Qx™~{[k]} - b$ a $\a_k$ mdlzeme urcit jako $$ \a k =
{g k~T g k\over g k~T Qg _k}\in[1IAlLn, 1Nl _1] $$

Nyni se zamérime na konvergenci metody, kterou mizeme zkoumat pomoci $$ E(x) := f(x) - f(x~*)
=\fracl2 (x-x"*)"TQ(x-x"*)$$

Lemma $\D{3.2.1}$ (Konvergence metody nejvétsiho spadu)

Plati $$ E(x™{[k+1]}) = \left(1 - {(g_k~T g_k)"~2 \over (g_k~T Q g_k)(g_k~T Q~{-1} g_k)} \right)
E(x™{lkl}) $$

Z Lemmatu $\tagDe{3.1.2}$ okamzité plyne, ze pokud pro néjaké $k \in \N$ nastane $$ 1 =
{(g k~Tg k)~2\over (g k"TQ g k)(g k~TQ"{-1} g k)}, \tag{\T{3.2.1-a}} $$ tak v $k+1%
metoda nejvétSiho spadu nalezne reseni presné. V opacném pripadé je metoda nekonecné-
krokova.

Rovnost $\tagEq{3.2.1-a}$ nastane v pripadé, ze $g_k$ je vlastnim vektorem matice $Q$, jinak
reCeno gradient musi mifit do stredu elipsy (elipsoidu).

V pripadé, ze $\| 1 = \dots = \l_n$ je konvergence superlinearni. Naopak pokud $\I_1 = \dots =
\l_{n-1} \neqg \l_n$, tak mUze byt konvergence velice pomala. Ve skutecnosti jesté rychlost



konvergence zavisi na pocatecnim $x~{[0]}$

Nekvadratické funkce

V pripadé nekvadratické funkce je metoda nejvétsSiho spadu schopna nalézt pouze stacionarni
body.

Lemma $\D{3.2.2iii}$ (Lokalni konvergence)

Necht $f: \R~n \to \R$ je spojité diferencovatelna. Jestlize bod $x”~{[0]} \in \R™n$ je takovy, Zze
mnozina $$ \set{x \in \R™~n \mid f(x) \leq f(x~{[0]})} $$ je ohrani¢ena, pak posloupnost
$\brackets{x"~{[k]}}$ generovana metodou nejvétSiho spadu konverguje k bodu $x"* $, kde
$\grad f(x~*) = 0%.

Pokud konverguje $\brackets{x” {[k]}}$ k bodu $x"~* $ a funkce $f$ je dvakrat spojité
diferencovatelna na okoli $x7* $ a plati $$ al \leq \hess f(x™~* ) \leq Al, $$ kde $a, A > 0% (tedy $f$
je v okoli $x~* ¢ silné konvexni), pak metoda konverguje (alespon) s rychlosti $\left(A - a \over A
+ a\right)"~2$

44 Tedy i pro nekvadratické funkce hraje velkou roli podminénost matice $\hess
f(x~*)$

44 Metoda nejvétsiho spadu se nejcastéji vyuziva v jinych metodach jako pomocné,
kdyz ony metody samotné v tu chvili neposkytuji dostatecné zlepsSeni

Celkem mUzeme metodu nejvétsiho spadu shrnout:

e globalni konvergence (pro nekvadratické metody za dalSich predpokladd)
e pomala konvergence

o mnohdy numericky ani hekonverguje
e je zakladem pro dalsi (lepsi) metody

Newtonova metoda

Hlavni myslenkou Newtonovy metody je, ze v $(k+1)$-kroku, kde $k \in \N_0$, funkci $f$
aproximujeme Taylorovym polynomem druhého radu se stfedem v bodé $x" {[k]}$ a jako
$x”~{[k+1]}$ volime bod, ve kterém tento polynom nabyva svého minima.



Jinak re¢eno misto te¢né nadroviny k funkci konstruujeme te¢nou $n$-
rozmérnou parabolu

Tedy misto funkce $f$ uvazujeme v $k$-tém kroku $$ T _k(x) := f(x~{[k]}) + \grad f(x~{[k]}) (x -
X~ {[k]}) + \frac 1 2 (x - x™{[k]}) "~ T \hess f(x™~ {[k]}) (x - x~{[k]}) \approx f(x) $$

Jelikoz hledame reSeni $T_k(x) \to \min$, tak vyraz vyse prvni zderivujme, z cehoz dostaneme $$
\grad T_k(x) = \grad f(x™~{[k]}) + \hess f(x~{[k]}) (x - x~{[k]}), $$ coz v pripadé regularni matice
$\hess f(x~{[k]})$ vede na $$ x~{[k+1]} = x~{[k]} - (\hess f(x~{[k]}))"~{-1} \grad f(x"~{[k]}) $$

44 Pro $\hess f(x) > 0% je funkce konvexni a nalezneme minimum

Nicméné je dllezité podotknout, Ze vypocet $(\hess f(x~ {[k]}))"~{-1}$ je velmi vypocetné
ndarocny. Avsak v pripadé kvadratické funkce Newtonova metoda nalezne reSeni v jednom
kroku, tedy jeji rychlost konvergence je superlinedrni s rddem $\infty$.

Regularita matice $\hess f(x"~{[k]})$ je velmi dllezitd pro konvergenci, viz nasledujici véta.

Véta $\D{3.2.5}%

Necht $f \in C~3$ v okoli bodu $x"*\in \R"n$, ktery je nedegenerovanym minimem, tj. $\grad
f(x~*) = 0% a $\hess f(x~* ) > 0%. Potom pro $x"~{[0]} \in \R"n$ dostatecné blizko $x"~* $
konverguje $\brackets{x” {[k]}}$ generovand Newtonovou metodou k bodu $x"* $
superlinearné s radem (alespon) $p = 2% (tj. kvadraticky).

44 Zde urcit, co znamenad "dostatecné blizko $x"* $" je obtizné

Celkem mUzeme Newtonovu metodu shrnout jako:

e velmi rychla konvergence
e nutnost dostatecné blizké pocatecni aproximace
e velmi velka vypocetni naro¢nost pri velkém $n$ (poctu dimenzi)

Metoda sdruzenych gradient(

Uvazujme situaci v Uloze $\tagEq{3.2.1}$, kdy méme funkci $$ f(x) = \frac 1 2 x~TQ x - b~T x
\tag{\T{MSG}}, $$ kde $Q = Q" T\in \R™{n \times n}, Q > 0% je symetricka matice a $b \in \R™n$.

Pak nalezeni Ulohy $\tagEq{3.2.1} \; \and \; \tageq{MSG}$ je ekvivalentni s Fesenim ulohy $$ Qx =
b \tag{\T{MSGa}}, $$ kterou umime resit napriklad Gaussovou eliminaci.



Metoda sdruzenych gradientl je v pripadé $Q > 0$ primou metodou, kterad dojde k reseni
$\tageq{MSGa}$ po $n$ krocich. Nicméné tento fakt Ize brat také jako, ze je to itera¢ni metoda s
velmi rychlou konvergenci v pripadé pozitivné definitni matice.

Definice $\D{3.2.7}$ ($Q$-sdruzené vektory)

Necht $Q = Q”~T\in \R™{n \times n}$ je pozitivné definitni. Vektory $h_1, h 2 \in \R"n \setminus
\set{0}$ se nazyvaji $Q$-sdruzené (nebo také $Q$-ortogonadlni), jestlize $$ \scal {Qh_1} {h 2}
=h 1T Qh_ 2 =0 $$ Systém vektorl $\set{h_0, \dots, h_{m-1}}$ v $\R"~n \setminus \set{0}$
pro $m\in \set{2, \dots, n}$ se nazyva $Q$-sdruzeny, jestlize $$ \scal {Q h_i} {h_j} = 0 \text{
pro } i\neqj $$

Veéta $\D{3.2.8}$%

Necht systém vektord $\set{h 0, \dots, h_{m-1}}$ v $\R"n \setminus \set{0}$ s $m \in \set{2,
\dots, n}$ je $Q$-sdruzeny. Potom jsou tyto vektory linearné nezavislé.

Veéta $\D{3.2.9}$%

Necht $m \in \set{2, \dots, n}$ a méjme systém $Q$-sdruzenych vektort $\set{h_0, \dots, h_{m-
1}3}$ v $\R"n$. Necht $x \iter 0% je dano a body $x \iter 1, \dots, x \iter m$ jsou dany jako $$ x
\iter {k+1} = x\iter k + \a_k h_k = x\iter 0 + \sum_{i = 0}~k \a_i h_i, \quad k \in \set{0, \dots, m-
1}, \tag{\T{3.2.8}} $$ kde $\a_k$ jsou volena tak, ze $f(x \iter k + \a_k h_k) = \min_{\a \in \R} f(x
\iter k +\a h_k)$ pro $k\in \set{0, \dots, m-1}$ (tj. jsou volena presnou minimalizaci). Pak pro
kvadratickou funkci $f$ definovanou v $\tageq{MSG}$ plati $$ f(x \iter m) = \min_{x \in X_m} f(x),
$$ kde $X_m :=\lin \set{h 0, \dots, h_ {m-1}}$ (viz Definice $\tagDeHere{2.1.6} {./konvexni-
mnoziny}$ - linedrni obal). Zejména pro $m = n$ dostavame $$ f(x \iter n) = \min_{x \in \R"n}
f(x), $$ tj. $x \iter n$ je feSenim Ulohy $\tagEq{3.2.1} \; \and \; \tagEq{MSG}$.

44 Nalezeni $Q$-sdruzenych vektor( Ize provést zobecnénym Gramm-
Schmidtovym ortogonaliza¢nim procesem (ten je uveden v Lin. Alg. ve
specialnim tvaru pro $Q = 1$).

Explicitné mGzeme odvodit délku $k$-tého kroku jako $$ \a_k = - {h_k~T \grad f(x \iter k) \over
h_k”~T Q h_k} \tag{\T{3.2.9}} $$

Celkem mUzeme metodu popsat nasledovné $$ h_0 := -\grad f(x \iter 0), \quad h_k := -\grad f(x
\iter k) + \beta_{k-1} h_{k-1} \tag{3.2.10} $$ $$ \beta_{k-1} := {\gradT f(x \iter k) Q h_{k-1}
\over h_ {k-1}"TQ h_{k-1}} \tag{3.2.11}, $$ pricemz body minimalizujici posloupnosti jsou
pocitany podle Véty $\tagDe{3.2.9}$%.

44 Tento vypocet Ize "zjednodusit", viz $\Tagged{3.2.12}$ v prednasce.



Hlavni vyhodou metody sdruzenych gradientd je jeji snadna implementace, naopak
nevyhodou citlivost na podminénost matice $Q$. Také se dafi rict, Ze metoda sdruzenych gradient(
konverguje nejrychleji z metod zalozenych pouze na maticovém nasobeni.

Pro nekvadratické funkce pouzivame stejny algoritmus jako doted az na volbu $\beta k$, ale
metodu restartujeme po $n$ krocich

Véta $\D{3.2.13}$ (Rychlost konvergence)

Necht $f\in C~3$ na $\R"n$, $x \iter 0 \in \R"n$ a $x°* $ je nedegenerované lokalni
minimum, tj. $\grad f(x~* ) = 0% a $\hess f(x~* ) > 0$ Necht $x \iter k$ je vysledek metody
sdruzenych gradientu s cyklem délky $n$ a vychozim bodem $x \iter {k-1}$ a necht $x \iter k
\to x\str$ pro $k \to \infty$. Potom minimalizujici posloupnost $\set{x \iter k}$ konverguje
superlinearné s radem alespon $p = 2$.

44 MSG souvisi s metodami Krylovovych podprostord.
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