Numerické metody v R
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#1}{\text{#1}}} \xdef\T#1{\htmlld{eq-#1}{#1}} \xde\D#1{\htmlld{de-#1}{\vw{#1}}}
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\xdef\grad#1{\mathrm{grad}\, #1} \xdef\hess#1{\nabla"2\, #1} \xdef\subdif#1{\partial #1}
\xdef\co#1{\mathrm{co}\, #1} $%

Rychlost konvergence

Definice $\D{3.1}$%

Necht jsou dany 2 posloupnosti $\brackets{e_ k} {k = 0}™\infty$ a $\brackets{h_k} {k =

0} ~\infty$ takové, ze $$ e k\in [0, \infty), \quad e_k \to 0 \quad \and \quad h_k\in [0, \infty), \quad
h_k\to 0. $$ Rekneme, Ze posloupnost $\brackets{e k}$ konverguje rychleji (pomaleji) nez
$\brackets{h k}$, pokud existuje index $\tilde k \in \N_0%$ takovy, ze $$ e k\leq_{(\geq)} h_k
\quad \forall k\in [\tilde k, \infty) \cap \N_O $$

Definice $\D{3.2}$ (Rychlost konvergence)

Necht je dana posloupnost $\brackets{e_k} {k = 0}"\infty$ spliujici $e_k\in [0, \infty)$ a $e_k
\to 0$. Rekneme, Ze posloupnost $\brackets{e k}$ konverguje

e alespon linearné s rychlosti $\beta \in (0,1)$, pokud konverguje rychleji nez
geometricka posloupnost se Cleny tvaru $qg \bar \beta”k$, kde $q > 0$ a $\bar \beta \in
(\beta, 1)$.

o ¢im vétsi $\bar \beta$, tim pomaleji jde tato geometrickd posloupnost k nule - tj.
konverguje rychleji nez geometrickd posloupnost s $\bar \beta$ vétsi nez $\beta$

e nejvyse linearné s rychlosti $\beta \in (0,1)$, pokud konverguje pomaleji nez
geometricka posloupnost se Cleny tvaru $qg \bar \beta”k$, kde $q > 0% a $\bar \beta \in
(0, \beta)$.



e linearné s rychlosti $\beta \in (0,1)$, pokud konverguje nejvyse a soucasné alespon
linearné s rychlosti $\beta$.

e superlinearné (sublinearné), pokud konverguje rycheji (pomaleji) nez libovolna
geometrickd posloupnost se ¢leny tvaru $q \beta”~k$, kde $q > 0$ a $\beta \in (0,1)%.

Definice $\D{3.4}$

Necht je ddna posloupnost $\brackets{e k} {k = 0}™\infty$ spliujici $e_k\in [0, \infty)$ a $e k
\to 0%, pficemz $\brackets{e_k}$ konverguje superlinearné. Rekneme, Ze posloupnost
$\brackets{e k}$ konverguje

e alespon superlinearné s radem $p > 1$, pokud konverguje rychleji nez vsechny
posloupnosti se ¢leny tvaru $q \beta”™ {\bar p~k}$, kde $q > 0% a $\beta \in (0,1)$ a $\bar
p\in (1, p)$

o Cim vétsi $\bar p$, tim rychleji posloupnost $q \beta”™ {\bar p~k}$ konverguje - tj.
$\brackets{e_k}$ konverguje rychleji nez vSechny posloupnosti s mensim $p$

e nejvyse superlinearné s radem $p > 1$, pokud konverguje pomaleji nez vSechny
posloupnosti se ¢leny tvaru $q \beta”™ {\bar p~k}$, kde $q > 0% a $\beta \in (0,1)$ a $\bar
p\in (p, \infty)$

e superlinearné s radem $p > 1$, pokud konverguje nejvysSe a souCasné alespon
superlinearné s radem $p$.

e superlinearné s radem $p = 1$, pokud konverguje pomaleji nez vSechny posloupnosti
se Cleny tvaru $q \beta”™ {\bar p~k}$, kde $q > 0% a $\beta \in (0,1)$ a $\bar p \in (1,
\infty)$

Metody

Definice $\D{3.1.1}$% (Unimodalni funkce)

Necht je dan interval $1 \subset \R$ a funkce $f: | \to \R$. Rekneme, Ze $f$ je unimodalni na $!$,
jestlize existuje $x~*\in 1$ takové, ze

e $f(x_1) > f(x_2)$ pro libovolna $x_1, x_2\in I$ spliujici $x~* > x_ 1 > x_2$

e $f(x_1) < f(x_2)$ pro libovolna $x_1, x_2 \in 1$ spliujici $x™* < x_1 < x_2%

Jinymi slovy, unimodalni funkce je klesajici na $(-\infty, x~* ) \cap I$ (tj. nalevo od $x"* $) a
rostouci na $I \cap (x™*, \infty)$ (tj. napravo od $x"~* $).

44 Unimodalita neimplikuje konvexnost (ani se spojitosti), pouze
kvazikonvexnost



Naopak, konvexni funkce nemusi nutné byt unimodaini (ale ostra konvexnost
$\implies$ unimodalita)

44 Konvexni funkce nemusi byt napr. jen rostouci, ale i
neklesajici

V této c¢asti budeme resit Ulohu $$ f(x) \to \min, \qquad x\in | := [a,b] \tag{\T{3.1.1}} $$
Lemma $\D{3.1.2}%
Necht $f: | \to \R$ je unimodalni na $1$ a $x_1, x 2 \in I$ jsou takové, Ze $x_1 < x_25.

e Je-li $f(x_1) \leq f(x_2)$, pak $x"*\leq x_2$

e Je-li $f(x_1) \geq f(x_2)$, pak $x~*\geq x_1%

Upozornéni:
Déle uvazujme POUZE UNIMODALNI funkce.

Navic necht $N$ znaci povoleny pocet vycisleni a presnost téchto metod je dano jako $|\bar x -
X"~* |$, kde $x°* $ je presné reSeni Ulohy $\tageq{3.1.1}$ a $\bar x$ jeho nalezena aproximace.

Metoda prostého déleni

44 Tato metoda neni efektivni a je to de facto hruba sila

Podle parity $N$ urcime délici body intervalu $1$.

$N$ licheé $N$ sudé

$$x_i:=a+ {b-al\overN + 1} i, \quad i=1, \dots, N = 2k $$x_{2i} :=a + {b-aloverk + 1} i\quad \and \quad
-1%% x_{2i-1} :=x_{2i} -\delta, \i = 1, \dots, k := N/2,$$

7z V7

kde $\delta$ je vhodné malé Cislo.

Poté vycislime $f(x_1), \dots, f(x N)$ (coz v pripadé $N$ sudého a $\delta \in \set{0, {b-a \over k+
1}}$ znamena pouze $k$ vycisleni) a necht v $x_j$ nastavad nejmensi hodnota, tj. $$ f(x_j) =
\min_{1 \leqi\leq N} f(x_i) $$ Pak z Lemma $\tagDe{3.1.2}$ plyne, ze $x~*\in [x_{j-1},
x_{j+1}]$ a tento interval nazveme interval lokalizace minima (ILM) a za aproximaci $x™* $
vezmeme stred ILM, tj. $\bar x := {x_{j-1} + x_{j+1} \over 2}$



Pro délku $1_N$ intervalu lokalizace minima plati $$ | N :=\max_{1\leqi\leqg N} (x_{i+1} - x_{i-
1}) = \begin{cases} 2 {b-a\over N+1}, & N =2k -1\ {b-a\over (N/2) + 1} + \delta, & N = 2k
\end{cases} $$%

44 Pro $N$ sudé je posledni interval delSi, proto dostavame takovy tvar $I_N$

44 Presnost této metody je dana polovinou ILM, tj. ${l N \over 2}$

Rychlost konvergence této metody je sublinearni, navic je tento algoritmus pasivni, tj. volba
$x_{m+1}$ nezdlezi na $x_1, \dots, x_ m$ (zavisi pouze na $N$, Ci na $N$ a $\delta$).

44 Pri rovnosti funkcnich hodnot preferujeme konec (teoreticky by to mélo byt
jedno)

Metoda puleni intervalu

Necht nyni $N = 2k$. Polozme $a 0 = a$, $b 0 = b$ a $$ x_i~-:= {a_{i-1} + b_{i-1} \over 2} -
\delta \quad \and \quad x_i~+ := {a_{i-1}+b_{i-1} \over 2} + \delta, $$ kde $\delta > 0% je
dostatecné malé a $i = 1, \dots, k$. Vycislime funkci v $x_i™-, x_i~+$, tj. dostaneme $f(x_i"™-),
f(x_i~+)$. Pak

e jestlize $f(x_i™-) < f(x_i~+)$, pak podle Lemma $\tagDe{3.1.2}$ je ILM $[a_{i-1},
x_i~+]\impliesa_i = a_{i-1}, b_i = x_i~+$

e jestlize $f(x_i™-) > f(x_i~+)$, pak podle Lemma $\tagDe{3.1.2}$ je ILM $[x_i~-, b _{i-1}]
\impliesa_ i=x_i"-, b i=Db {i-1}$

Takto mUzeme tento proces opakovat ($k$-krat, jelikoz mdme $N = 2k$ povolenych vycisleni), kdy
za $a,b$ volime krajni body ILM pro kazdy krok. Zrejmé, jako aproximaci $x~* $ v $k$-tém kroku
bereme stred ILM pro $k$-ty krok.

Délka ILM je v tomto pfipadé $$ | k = {b - a\over 2"k} + {(27k - 1)\delta \over 2"~ {k-1}}, $$
pricemz $\delta \in [0, {b-a\over 2}1$ a navic pro $k \to \infty$ je $I_k \to 2\delta$.

44 Z tohoto vyplyva, ze ¢im mensi $\delta$, tim je metoda presnéjsi. Nicméné ve
skutec¢nosti se mizeme dostat k zaokrouhlovacim chybam, které dokonce
mohou zpUsobit, Ze Spatné urc¢ime velikosti $f(x_i7~-), f(x_i~+)$ (tim padem
bychom rekli, ze $x~* $ je v opacném intervalu, nez je ve skutecnosti)




Tato metoda konverguje linedrné s rychlosti $1/2%.

44 Pri rovnosti funkénich hodnot zapominame konec (teoreticky by to mélo byt
jedno)

Metoda zlatého rezu

Myslenka metody zlatého rezu "vylepsuje" metodu plleni intervalu tak, ze kazdéa dalsi iterace
umoznuje pouze jedno dalsi vycisleni.

44 Zde $\tau$ je reSeni rovnice $\tau™2 - \tau - 1 = 0%, tj. a $\frac 1 \tau \approx
0.618%

Méjme funkci $f$, interval $[a,b]$, presnost $\ve$ nebo pocet vycisleni $N \geq 2$:

1. (Inicializace) Polozime $a 0 :=a, b 0 := b$ a $k := 1$. Vypocteme
$$\l 1:=a 0+ {b 0-a O0\over\tau™~2} \quad\and\quad\mu 1:=a 0+ {b 0-a 0
\over \tau}$$
2. Je-li $k = N$, pokracujeme ¢asti 5., jinak nasleduje krok 3.
3. Vycislime $f(\l_k)$ a $f(\mu_k)$. Jestlize $f(\l_k) \geq f(\mu_k)$:
1. Polozime $a k:=\l k,b k=b_{k-1},\I {k+1} :=\mu_k$ a
$$F(\|_{k+1}) := f(\mu_k), \quad \mu_{k+1} :=a k+ {b k-a k\over\tau}$$ a
pokracujeme na krok 4.
2. Polozime $a_k := a_{k-1}, b_k :=\mu_k, \mu_{k+1} :=\l_k$ a
$$f(\mu_{k+1}) := f(\l_k), \quad \l_{k+1} :=a_k + {b_k-a_k\over\tau~2}$$ a
pokracujeme na krok 4.
4. Polozime $k := k+1$ a pokracujeme krokem 2.
5. Stanovime posledni ILM jako $[a_{k-1}, b_{k-1}]$ a vypoCteme $\bar x := {a_{k-1} +
b {k-1} \over 2}$. KONEC

Tato metoda konverguje linedrné s rychlosti $\frac 1 \tau \approx 0.618$%

44 Toto neznamena, Ze by na stejny pocet vycisleni byla tato metoda horsi nez

metoda puleni intervalu




Prabéh MZR s v(chozim intervalem I = [ag, bo] s délkou £y := by — ay.

i vzdalenost od ai_1 (bi_1) lélka LM
| o délka
(1+ 1 vycisleni) Ai (1) i (Ad)
1 lo/T? lo/T bo/7
2 lo/ T lo/ 7> bo/7°
N —1 lo/ TN Lo /TN bo/T™"!

Fibonacciho metoda

V této posledni metodé uvazujme, Ze zkraceni $\delta$ mize byt jiné v kazdé kroku metody.

44 Necht $F_n$ je $n$-té Fibonacciho ¢islo

Mame povoleno $N$ vycisleni, takze $M =N-1$a $$\li=a {i-1} + {F {N-i-1} \overF {N-i
+ 13} 1 {i-1} =b {i-1} - {F {N-1}\over F_ {N-1+i}} 1 {i-1} $$ $$ \mu_i = a_{i-1} + {F_{N -
1}\over F {N-1+i}}1 {i-1} =b {i-1}-{F {N-i-1}\overF {N-i+ 1}}1 {i-1} $%
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Pribéh FM s vijchozim intervalem I = [ay, bo] s délkou €y := by — ay.
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Tato metoda konverguje linearné s rychlosti $\frac 1 \tau \approx 0.618$, tj. stejné jako metoda

zlatého rezu

44 Fibonacciho metoda je (mirné) presnéjsi, nez metoda zlatého rezu (ktera lze
vnimat jako limitni varianta Fibonacciho metody). Nicméné u Fibonacciho

metody je pfi zméné $N$ potreba vSechny body prepocitat, coz u metody
zlatého fezu neni.
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