Konvexni mnoziny

$$ \xdef\scal#1#2{\langle #1, #2 \rangle} \xdef\norm# 1 {\left\IVert #1 \right\rVert}
\xdef\dist{\rho} \xdefland {\&}\xdef\brackets#1{\left\{ #1 \right\} } \xdef\parc#1#2{\frac {\partial
#1}{\partial #2}} \xdef\mtr#1{\begin{pmatrix}#1l\end{pmatrix}}
\xdef\bm#1{\boldsymbol{#1}} \xdef\mcal#1{\mathcal{#1}}
\xdef\vv#1{\mathbf{#1}}\xdef\vwvp#1{\pmb{#1}} \xdef\ve{\varepsilon} \xdef\l{\lambda}
\xdef\th{\vartheta} \xdef\a{\alpha} \xdef\tagged#1{(\text{#1})} \xdef\tagged*#1{\text{#1}}
\xdef\tageqHere#1#2{\href{#2\#eq-#1}{(\text{#1})}} \xdef\tagDeHere#1#2 {\href{#2\#de-
#1}{\text{#1}}} \xdef\tagEq#1 {\href{\#eq-#1} {(\text{#1})}} \xdef\tagDe#1{\href{\#de-
#1}{\text{#1}}} \xdef\T#1{\htmlld{eq-#1}{#1}} \xde\D#1{\htmlld{de-#1}{\vw{#1}}}
\xdef\conv#1{\mathrm{conv}\, #1} \xdef\cone#1{\mathrm{cone}\, #1}
\xdef\aff#1{\mathrm{aff}\, #1} \xdef\lin#1{\mathrm{Lin}\, #1} \xdef\span#1{\mathrm{span}\,
#1} \xdef\O{\mathcal O} \xdef\ri#1{\mathrm{ri}\, #1} \xdef\rd#1{\mathrm{r}\partial\, #1}
\xdef\interior#1 {\mathrm{int}\, #1} \xdef\proj{\Pi} \xdef\epi#1l{\mathrm{epi}\, #1}
\xdef\grad#1{\mathrm{grad}\, #1} \xdef\hess#1{\nabla"2\, #1} \xdef\subdif#1{\partial #1}
\xdef\co#1{\mathrm{co}\, #1} \xdef\iter#1{~{[#11}} $$

Definice $\D{1.1}$ (Konvexni mnozina)

Necht $X \subseteq \R™n$. Mnozina $X$ se nazyva konvexni, jestlize pro vSechna $x_1, x_2 \in X$
a pro kazdé $\I\in [0,11$ plati $$\I x 1 + (1 -\I) x_2\in X \tag{KM} $%

44 Specialné prazdnou mnozinu $\emptyset$ povazujeme za konvexni

Operace nad konvexnimi mnozinami

Méjme $X_i, i \in I$ konvexni mnoziny. Potom
e jejich sjednoceni $\bigcap_{i\in I} X_i$ je konvexni mnozina

e jejich soucet $\a_1 X 1 + \dots + \a_m X_m = \brackets{x \in \R"n \mid x = \displaystyle
\sum_{i =1}"m\a_i x_i \text{ pro néjakd } x_i\in X_i}$ je opét konvexni

Vlastnosti konvexnich mnozin

Definice $\D{2.1.3}$ (Specidlni mnoziny)

Mnozina $X \subseteq \R"n$ se nazyva



e kuzel, jestlize pro kazdé $x \in X$ a pro kazdé $\I\in [0, \infty)$ je také $\I x \in X$

o konvexni kuzel, jestlize je mnozina $X$ konvexni a souc¢asné kuzelem

e afinni, jestlize pro kazdé $x 1, x 2 \in X$ a pro kazdé $\I \in \R$ plati $$\I x 1 + (1 -\I)x 2
\in X $$
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44 Polyedr je mnohostén v $\R"n$. Dale ohraniceny polyedr nazveme polytop

Déle si rozeberme rlizné kombinace bod0

Definice $\D{2.1.4}$ (Linearni kombinace)

Necht $x_1, \dots, x_m \in \R™n$. Linearni kombinace $\l_1 x_1 + \dots + \I_m x_m$ se nazyva

o konvexni, jestlize $\l 1, \dots, \|_ m\geq 0% a $\sum {i=1}"m\l_i=1%$
e nezaporna, jestlize $\I_1, \dots, \Il m \geq 0%
e afinni, jestlize $\sum _{i=1}"m\Li = 1$.

Tedy jisté plati

e Mnozina obsahujici vSechny linearni kombinace libovolnych dvou svych bod{ (tj. s
libovolnymi dvéma body obsahuje i pfimku prochéazejici témito body a pocatek) je
vektorovy (linearni) prostor

e MnoZina obsahujici vSechny afinni kombinace libovolnych dvou svych bod{ (tj. s
libovolnymi dvéma body obsahuje i pfimku prochéazejici témito body) je afinni

e Mnozina obsahujici vSechny nezdporné kombinace libovolnych dvou svych bod@ (tj. s
libovolnymi dvéma body obsahuje i celou vySec urc¢enou poloprimkami vychazejicimi z
pocatku a prochazejicimi témito body) je konvexni kuzel

e MnoZina obsahujici vSechny konvexni kombinace dvou libovolnych svych bodt (tj. s
libovolnami dvéma body obsahuje i celou Usecku je spojujici) je konvexni



Definice $\D{2.1.6}$ (Obaly)

Necht $X \subseteq \R"n$

e prinik vsech konvexnich mnozin obsahujicich mnozinu $X$ se nazyva konvexni obal
mnoziny $X$ a znaci se $\conv X$.

e prinik vSech konvexnich kuZeld obsahujicich mnozZinu $X$ se nazyva kénicky obal
mnoziny $X$ a znaci se $\cone X$.

e prinik vSech afinnich mnozin obsahujicich mnozin $X$ se nazyva afinni obal mnoziny
$X$ a znadi se $\aff X$. Jeho zaméreni se nazyva linearni obal mnoziny $X$ a znadi se
$\lin X$. Dimenze afinniho obalu mnoziny $X$ se znadi $\dim X$ a klademe $\dim X :=
\dim {\lin X}$.

44 Vsimnéme si, Ze $\span X = \{$ $\forall$ linedrni kombinace prvk{ z $X$ $\}$,
ale $\lin X = \span \brackets{x 2 - x 1, x 3 -x_1,\dots, x m-x_1}$. (pro $X =
\set{x_1, \dots, x_m}$) Viz obrézek z prednasky

44 Jinak receno, konvexni obal je nejmensi konvexni mnozina obsahujici $X$ ve
smyslu mnozinové inkluze.
Kdénicky obal je nejmensi konvexni kuzel obsahujici $X$ atd..

Jako simplex definujeme konvexni obal $n+1$ afinné nezavislych bodl $v 1, \dots, v_{n+1}
\in \R"“m$, kde $m \geq n$. Pod pojmem afinné nezavislé body rozumime, Ze vektory $$ v_2 -
v .1l,v.3-v 1, \dots, v {n+1} -v 1 $$ jsou linearné nezavislé.

Veéta $\D{2.1.7}$

Necht $X \subseteq \R"n$. Pak plati

e $\conv X = \brackets{x \mid x = \displaystyle\sum_{i = 1}"~m\Li x_i, \text{ kde } m\in
\N \text{ je libovolné}, x_1, \dots, x_ m\in X, \l_1, \dots, \| m\geq 0, \sum {i=1}"m\li =
1}$

e $\cone X = \brackets{x \mid x = \displaystyle\sum_{i = 1}"m\Li x_i, \text{ kde } m\in
\N \text{ je libovolné}, x_1, \dots, x_m\in X, \l_1, \dots, \[_m \geq 0}$

o $\aff X = \brackets{x \mid x = \displaystyle\sum_{i = 1}"m \L_i x_i, \text{ kde } m\in \N
\text{ je libovolné}, x 1, \dots, x_ m\in X, \I_1, \dots, \I| m\in \R, \sum {i=1}"m\l_i=
1}$



Libovolny bod x v konvexni kuzelu v $\R"n$ Ize vyjadrit pomoci nezaporné
kombinace $n$ bodl

Véta $\D{2.1.9}$ (Caratheddoryho)

Necht $X \subseteq \R"n$. Kazdy bod konvexniho obalu $\conv X$ mlze byt vyjadren jako
konvexni kombinace nejvyse $n+1$ prvkl mnoziny $X$, tj. pro $x \in X$ existuji $x_1, \dots,
x_{n+1}\in X$ a $\l_1, \dots, \|_{n+1} \geq 0% splnujici $\sum_{i = 1}~{n+1} \li = 1$ takova, ze
$$x =\l.1x 1+\dots +\l {n+1} x_{n+1} $$

44 POZOR: Univerzalni konvexni baze (stejna pro vsechny $x \in \conv X$)
konvexniho obalu $\conv X$ nemusi existovat!

Lze ukdazat, Ze pokud $X \subseteq \R™"n$ je kompaktni mnozina, pak $\conv X$ je také
kompaktni.

44 To stejné neplati o uzavrenosti.

Zobecnéni vnitrku mnoziny

Definice $\D{2.1.11}$ (Relativné vnitrni bod)

Necht $X \subseteq \R"n$. Bod $x™* \in X$ se nazyva relativné vnitfnim bodem mnoziny $X$,
jestlize existuje okoli $\O(x"* )$ bodu $x"* $ takové, ze $$ \O(x"* ) \cap \aff X \subseteq X $$
Mnozinu vsech relativné vnitfnich bodd nazyvdme relativhim vnitfkem mnoziny $X$ a znac¢ime
$\ri X$.

Mnozina $\rd X := \overline X \setminus \ri X$ se nazyva relativni hranice mnoziny $X$.

44 Jisté plati $\interior X \subseteq \ri X$
a také $\ri X \subseteq X \subseteq \overline X \subseteq \aff X$

Plati $\overline {\ri X} = \bar X$, tj. relativni vnitrek je dost velky na vygenerovani uzavéru.
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