Konvexni funkce

$$ \xdef\scal#1#2{\langle #1, #2 \rangle} \xdef\norm# 1 {\left\IVert #1 \right\rVert}
\xdef\dist{\rho} \xdefland {\&}\xdef\brackets#1{\left\{ #1 \right\} } \xdef\parc#1#2{\frac {\partial
#1}{\partial #2}} \xdef\mtr#1{\begin{pmatrix}#1l\end{pmatrix}}
\xdef\bm#1{\boldsymbol{#1}} \xdef\mcal#1{\mathcal{#1}}
\xdef\vv#1{\mathbf{#1}}\xdef\vwvp#1{\pmb{#1}} \xdef\ve{\varepsilon} \xdef\l{\lambda}
\xdefi\th{\vartheta} \xdef\a{\alpha} \xdef\tagged#1{(\text{#1})} \xdef\tagEq#1{\href{\#eq-
#1}{(\text{#1})}} \xdef\tagDe#1{\href{\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\T#1{\htmlld{eg-
#1}{#1}} \xdeAD#1{\htmlld{de-#1} {\vwv{#1}}} \xdef\conv#1{\mathrm{conv}\, #1}
\xdef\cone#1{\mathrm{cone}\, #1} \xdef\aff#1{\mathrm{aff}\, #1} \xdef\lin#1{\mathrm{Lin}\,
#1} \xdefi\span#1{\mathrm{span}\, #1} \xdef\O{\mathcal O} \xdef\ri#1{\mathrm{ri}\, #1}
\xdef\rd#1{\mathrm{r}\partial\, #1} \xdef\interior#1{\mathrm{int}\, #1} \xdef\proj{\Pi}
\xdef\epi#1l{\mathrm{epi}\, #1} \xdef\grad#1{\mathrm{grad}\, #1} \xdef\hess#1{\nabla"?2\,
#1} $3$

Definice $\D{2.2.1}$ (Konvexni funkce)

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina. Funkce $f: X \to \R$ se nazyva

e konvexni na $X$, jestlize pro vSechna $x_1, x_ 2 \in X$ a kazdé $\I\in [0,1]$ plati
$$F(\ x_1 + (1 -\)x_2)\leg \I f(x_1) + (1-\I) f(x_2) \tag{\T{2.2.1}}$$

o ostre konvexni na $X$, jestlize nerovnost $\tageq{2.2.1}$ je ostra pro vSechna $x_1,
x_2\in X, x_1\neq x_2% a kazdeé $\I \in (0,1)$.

e silné konvexni na $X$ s konstantou silné konvexnosti $\th > 0%, jestlize pro vSechna
$x_1, x_2\in X$ a kazdé $\I\in [0,1]$ plati
$$\underbrace{f(\l x_ 1 + (1 -\)x_2)\leg \I f(x_1) + (1 -\l) f(x_2)} {\tagEq{2.2.1}} - \th
\[(1-\D\norm{x_1 - x 2}"~2 \tag{\T{2.2.2}}$%

44 V praxi je silna konvexnost "silnéjSi" nez ostra konvexnost a ta je silnéjSi nez "
obycejna" konvexnost

Véta $\D{2.2.2}$ (Konvexnost nadgrafu)

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina a necht $f : X \to \R$. Funkce $f$ je konvexni na
$X$ prave tehdy, kdyz jeji nadgraf (epigraf) $$ \epi f := \brackets{\underbrace{[x,
\betal]} {\text{bod}} \in \R~{n+1} \mid x \in X, \beta \geq f(x)} $$ je konvexni mnozina.



Pro ostfFe konvexni funkci musi "tyto dva body" vzdy lezet nad sebou (mysleny jejich souradnice na
ose $y$). Navic pro silnou konvexnost mezi nimi musi vzdy byt alespon dana mezera.

44 Tyto body nemusi lezet nad sebou (na svislé pfimce). Navic jesté

$f$ konvexni $\iff$ $-f$ konkavni

Kombinace konvexnich funkci

Véta $\D{2.2.3}$ (Nezdporna linearni kombinace konvexnich funkci)

Necht $X \subseteq \R™n$ je konvexni mnozina, funkce $f 1, \dots, f m: X \to \R$ jsou konvexni na
$X$ a $\a_1, \dots, \a_m \geq 0% jsou dana cCisla. Potom $F(x) =\a_1f 1(x) + \dots + \a_m f m(x)$
je konvexni.

Veta $\D{2.2.4}$ (Sublevel set)

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina a $f: X \to \R$ je konvexni funkce na $X$. Pak pro
libovolné $K\in \R$ je odpovidajici dolni vrstevnicova mnozina (sublevel set) $$ V K :=
\brackets{x \in X \mid f(x) \leq K} $$ také konvexni.

44 Plati pouze tato implikace: $f$ konvexni $\implies$ sublevel set konvexni
Napriklad $x~3%$ ma konvexni sublevel set, ale sama konvexni neni.

Presnéji rikdme, ze pokud mé funkce $f$ konvexni sublevel set, pak $f$ je kvazikonvexni.

Véta $\D{2.2.5}% (Jensen)

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina a funkce $f:X \to \R$ je konvexni na $X$. Pak pro
libovolné $m \in \N, x_1, \dots, x_m \in X$ a Cisla $\I_1, \dots, \I_ m \geq 0% spliujici $\sum_{i =
1}7"m\Li = 1% plati $$ f\left( \sum_{i = 1}"m \Li x_i \right) \leg \sum_{i = 1}~ m \Li f(x_i).
\tag{\T{2.2.3}} $$ Je-li navic funkce $f$ ostfe konvexni a $\| 1, \dots, \|_ m\in (0,1)$, pak rovnost
v $\tagEq{2.2.3}$ nastane pravé tehdy, kdyz $x_1 = \dots = x_ms$.



Prvni ¢ast Véty $\tagDe{2.2.5}$ Ize jisté podle Definice $\tagDe{2.2.1}$
nahradit ekvivalenci

44 Z Jensenovy nerovnosti $\tagEq{2.2.3}$ Ize odvodit napriklad AG nerovnost
$${x_1 + \dots + x_m \over m} \leq \sqgrtim]{x_1 \cdot \Idots \cdot x m}$$

Lokalizace minima konvexni funkce

Veéta $\D{2.2.6}$

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina a funkce $f: X \to \R$ konvexni. Potom nésledujici
tvrzeni jsou pravdiva

e Libovolné lokalni minimum funkce $f$ na $X$ je soucasné globalnim minimem.

e Mnozina bodd mnoziny $X$, v nichZ funkce $f$ nabyva svého minima na $X$, je
konvexni. Je-li funkce dokonce ostfe konvexni, pak je tato mnoZina nejvyse
jednoprvkova.

e Je-li funkce $f$ diferencovatelna na otevrené mnoziné $\mcal U \supseteq X$ a $x™*
\in X$ je jejim stacionarnim bodem, tj. $\grad f(x~* ) = 0%, pak $x~* $ je bodem
globalniho minima funkce $f$ na mnoziné $X$.

Z Véty $\tagDe{2.2.6}$ mimo jiné plyne, ze je-li $f: X \to \R$ (ostfe) konvexni a spojita funkce na
konvexni a kompaktni mnoziné $X \subseteq \R™"n$, pak $f$ mda na $X$ (pravé jedno) globalni
minumum.

Véta $\D{2.2.7}$ (Zakladni véta konvexniho programovani)

Mame-li konvexni funkci $f: X \to \R$ na polytopu $X := \conv \brackets{x_1, \dots, x_ m} \subseteq
\R™n$, pak je maximum funkce $f$ na $X$ dosazeno v nékterém z bodl $x_1, \dots, x_m$.

Obecnéji: je-li $X$ konvexni a kompaktni mnozina, pak maximum nastavé v extrémnim bodé
(tj. v takovém bodé, ktery neni netrivialni konvexni kombinaci dvou bod{ z $X$)

a4 Z Véty $\tagDe{2.2.7}$ plyne zakladni véta linearniho programovani:
Je-li funkce $f$ afinni (takovéa funkce je konvexni i konkdvni zéroven), pak
globalni maximum nastdvéa v nékterém z bodl $x_1, \dots, x_m$, tj. v
nékterém z "vrchol" polytopu.




Vlastnosti konvexnich funkci

Véta $\D{2.4.1}$ (Spojitost konvexni funkce)

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina a funkce $f: X \to \R$ je konvexni na $X$. Pak $f$
je spojita pro kazdé $x \in \ri X$.

Déle jesté zname nékolik podminek zarucujicich konvexnost funkce $f: \R \to \R$:

e ma-li $f$ viastni derivaci v otevieném intervalu $1$, pak $f$ je (ostre) konvexni na $1$
pravé tehdy, kdyz $f'$ je neklesajici (rostouci) na $1$.

e ma-li $f$ viastni derivaci v otevieném intervalu $I$, pak $f$ je (ostre) konvexni na $I$
prave tehdy, kdyz pro kazdé $x, x~*\in I$ plati
$$f(x) \geq™ {(>)} f(x™*) + f'(x™* )(x - x™*),$$ tj. graf funkce $f$ lezi nad tecnou
sestrojenou v libovolném bodé.

e ma-li $f$ vlastni druhou derivaci v otevifeném intervalu $1$, pak $f$ je konvexni na $I$
prave tehdy, kdyz funkce $f''(x) \geq 0% (je-li $f''(x) > 0% na $1$, pak ostre konvexni)

Tyto tvrzeni si nyni rozsifrme pro $f: \R”n \to \R$ pro silnou konvexnost s konstatnou $\th$ (volbou
$\th = 0% dostavame ostrou konvexnost)

Veéta $\D{2.4.2}$

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina a funkce $f$ diferencovatelnd na oteviené mnoziné
$\mcal U \supseteq X$. Pak $f$ je silné konvexni na $X$ s konstantou silné konvexnosti $\th \geq
0% pravé tehdy, kdyz pro kazdé $x, x~*\in X$ plati $$ f(x) \geq f(x~* ) + \scal {\grad f(x~* )} {x -
X~} + \th\norm{x - x~* }*2 \tag{\T{2.4.1}} $%

a4 Ve $\tagEq{2.4.1}$ vyraz $\scal {\grad f(x~*)} {x - x** }$ hraje Uulohu te¢né
nadroviny v bodé $x~* $ s normalovym vektorem $\grad f(x~* )$ (tecnym
jak na nadrovinu, tak na funkci $f$ v bodé $x"~* $)

Jesté jinymi slovy je z Véty $\tagDe{2.4.2}$ plyne, Ze nadrovina dana $\scal
{\grad f(x) - \grad f(x~*)} {x - x™* } \geq \th \norm{x - x~* }*2$ opérnou
nadrovinou pro $\epi f$

Dusledek $\D{2.4.5}%

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina splfiujici $\interior X \neq \emptyset$. Necht funkce
$f: X \to \R$ je dvakrat spojité diferencovatelna na otevrené mnoziné $\mcal U \supseteq X$ s
matici druhych derivaci $\hess f(x)$ (Hessova matice). Pak $f$ je silné konvexni na $X$ s
konstantou silné konvexnosti $\th \geq 0$ praveé tehdy, kdyz pro kazdé $x \in X$ a $h \in \R~n$



plati $$ \scal {\hess f(x)} h\geq 2 \th \norm{h}”~2 \tag{\T{2.4.3}}, $$ jinymi slovy $\hess f(x) \geq
2 \th I$ pro vSechna $x \in X$.

Z DUsledku $\tagDe{2.4.5}$ plynou nésledujici tfi implikace

e $\hess f(x) \geq 0% pro vsechna $x \in X \implies f$ je konvexni na $X$

e $\hess f(x) > 0% pro vsechna $x \in X \implies f$ je ostfe konvexni na $X$

e $\interior X \neq \emptyset$ a $f$ je konvexni na $X \implies \hess f(x) \geq 0$ pro
vSechna $x \in X$

Revision #23
Created 30 December 2022 12:20:12 by Sceptri
Updated 7 June 2023 11:06:01 by Sceptri



