Dualni Uloha

$$ \xdef\scal#1#2{\langle #1, #2 \rangle} \xdef\norm# 1 {\left\IVert #1 \right\rVert}
\xdef\dist{\rho} \xdefland {\&}\xdef\brackets#1{\left\{ #1 \right\} } \xdef\parc#1#2{\frac {\partial
#1}{\partial #2}} \xdef\mtr#1{\begin{pmatrix}#1l\end{pmatrix}}
\xdef\bm#1{\boldsymbol{#1}} \xdef\mcal#1{\mathcal{#1}}
\xdef\vv#1{\mathbf{#1}}\xdef\vwvp#1{\pmb{#1}} \xdef\ve{\varepsilon} \xdef\l{\lambda}
\xdef\th{\vartheta} \xdef\a{\alpha} \xdef\vf{\varphi} \xdef\Tagged#1{(\text{#1})}
\xdef\tagged*#1 {\text{#1}} \xdef\tagEqHere#1#2 {\href{#2\#eq-#1} {(\text{#1})}}
\xdef\tagDeHere#1#2 {\href{#2\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\tageq#1{\href{\#eq-
#1}{(\text{#1})}} \xdef\tagDe#1{\href{\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\T#1 {\htmlld{eqg-
#1}{#1}} \xdeAD#1{\htmlld{de-#1}{\vv{#1}}} \xdef\conv#1{\mathrm{conv}\, #1}
\xdef\cone#1{\mathrm{cone}\, #1} \xdef\aff#1{\mathrm{aff}\, #1} \xdef\lin#1{\mathrm{Lin}\,
#1} \xdefispan#1{\mathrm{span}\, #1} \xdef\O{\mathcal O} \xdef\ri#1{\mathrm{ri}\, #1}
\xdef\rd#1{\mathrm{r}\partial\, #1} \xdef\interior#1{\mathrm{int}\, #1} \xdef\proj{\Pi}
\xdef\epi#1l{\mathrm{epi}\, #1} \xdef\grad#1{\mathrm{grad}\, #1}
\xdef\gradT#1{\mathrm{grad}~T #1} \xdef\gradx#1{\mathrm{grad} x #1}
\xdef\hess#1{\nabla”~2\, #1} \xdef\hessx#1{\nabla”™2 x #1} \xdef\subdif#1{\partial #1}
\xdef\co#1{\mathrm{co}\, #1} \xdef\iter#1{"~ {[#1]1}} \xdef\str{~*} \xdef\spv{\mcal V}
\xdef\civ{\mcal U} \xdef\knvxProg{\tageqHere{4.1}{./nutne-a-postacujici-podminky-optimality} \,
\and \, \tageqHere{4.2} {nutne-a-postacujici-podminky-optimality} } $$

Definice $\D{4.3.1}$ (Kuhnovy-Tuckerovy vektory)

Vektor $y\str\in Q$ (prvnich $k$ sloZek je nezapornych) se nazyva Kuhnnovym-Tuckerovym
vektorem (K-T vektorem) Ulohy $\knvxProg$, jestlize $$ f\str \leq f(x) + \sum_{i = 1}"m y_i\str
g_i(x) = L(x,y\str) \quad \forall x\in P, \tag{\T{4.3.0}} $$ kde $f\str :=\inf_{x\in X} f(x)$ je
hodnota ulohy $\knvxProg$.

44 K-T vektor pro danou Ulohu nemusi existovat

Véta $\D{4.3.2}$

Necht dloha $\knvxProg$ je ulohou konvexniho programovani, tj. mnozina $P \subseteq \R"n$
je konvexni, funkce $f, g 1, \dots, g _k$ konvexni a $g_{k+1}, \dots, g_m$ jsou afinni, a necht
dale plati (alespori) jedna z podminek regularity:

1. (Slaterova) $k = m$ a existuje $\bar x \in P$ takové, ze $g i(\bar x) < 0$ pro $i =1,
\dots, m$



2. (linedarni) mnozina $P$ je polyedr, funkce $f, g 1, \dots, g k$ jsou afinni a $X \neq
\emptyset$.

Pak existuje K-T vektor Glohy $\knvxProg$.
44 Zde se podminka 2. lisi od podminky 3. ve Vété $\tagDeHere{4.2.3}{./nutne-a-

postacujici-podminky-optimality}$ - vyZaduje jesté neprazdnost pripustné
mnoziny

Uloha konvexniho programovani splfiujici n&jakou z podminek z Véty $\tagDe{4.3.2}$ se nazyva
regularni.

Definice $\D{4.3.3}$ (Dualni Uloha)

Necht $y \in Q$. Definujme funkci $$ \vf(y) :=\inf_{x\in P} L(x,y) = \inf_{x\in P} \left( f(x) +
\sum {i=1}"my_ ig i(x)\right) $$ a mnozinu (tzv. efektivni defini¢ni obor) $$ Y := \set{y \in
Q \mid \vf(y) > -\infty}. $$ Pak Uloha $$ \vf(y) \to \max, \gquad y \in Y \tag{\T{4.3.1}} $$ se
nazyvéa dualni dlohou k Uloze $\knvxProg$. Cislo $$ \vA\str := \sup_{y \in Y} \vf(y) $$ se nazyva
hodnotou dualni ulohy $\tagEq{4.3.1}$.

Uloha $\tagEq{4.3.1}$ je Ulohou konkdvniho programovani, tj. mnozina $Y$ je konvexni a
funkce $\vf$ je konkavni na $Y$.

Véta $\D{4.3.5}% (Slaba véta o dualité)

Pro kazdé $x\in X$ a kazdé $y \in Q$ plati $$ f(x) \geq \vf(y) $$ Zejména, pokud $X \neq
\emptyset$ a $Y \neq \emptyset$, pak $f\str \geq \vf\str$.

44 V pripadé $X = \emptyset$ a/nebo $Y = \emptyset$ je nerovnost spinéna
trivialné, nebot $\inf \emptyset = \infty$ a $\sup \emptyset = - \infty$.

Véta $\tagDe{4.3.5}$ rikd, ze pro dudlni rozdil $g$ (duality gap) s $x \in X \neq \emptyset$ a $y
\in Y \neq \emptyset$ bude platit $$ g(x,y) := f(x) - \vf(y) \geq 0 $$ Navic cislo $g(x\str,y\str) :=
fistr - g\str$ udava tzv. optimalni dualni rozdil (optimal duality gap). D& se také fict, ze pro
libovolné $y \in Q$ je hodnota $\vf(y)$ dolni hranici minima ucelové funkce Ulohy $\knvxProg$.

Certifikat optimality

Jsou-li $x\str\in X$ a $y\str\in Q$ takova, ze plati $$ f(x\str) = \vf(y\str), $$ pak $x\str$ a $y\str$
jsou optimalnimi FeSenimi svych prislusnych dloh.



DudlIni rozdil je Gzce spjat s existenci K-T vektoru. Jestlize je dudini rozdil nenunlovy, tj. $f\str >
\vf\str$, pak mnozina K-T vektort musi byt prazdna.

44 Jinak receno, existence K-T vektorl zarucuje $f\str = \vfistr$

Véta $\D{4.3.6}$ (Silna véta o dualité)

Necht dloha $\knvxProg$ je reguldrni ulohou konvexniho programovani (viz. Véta
$\tagDe{4.3.2}$). Pokud $f\str > -\infty$, pak plati tzv. vztah duality $$ f\str = \vf\str, \quad
\text{ tj. } \quad \inf_{x \in P}Y\sup_{y \in Q}L(x,y) = \sup_{y \in QR\inf_{x\in P} L(x,y), $$ pricemz
mnozina reSeni dualni Ulohy $\tagEq{4.3.1}$ je neprazdna a shodna s mnozinou vSech K-T
vektoru Ulohy $\knvxProgs.

Z Véty $\tagDe{4.3.6}$ vyplyva, ze pokud $\knvxProg$ je regularni Ulohou konvexniho
programovani (viz Véta $\tagDe{4.3.2}$) a

1. jestlize $Y \neq \emptyset$, pak dudlni uloha je resSitelna a $f\str > -\infty$
2. jestlize $Y = \emptyset$, pak $f\str = -\infty$

Celkem z Vét $\tagDe{4.3.5}, \tagDe{4.3.6}$ a z bezprostredné vyse uvedného dlsledku vyplyva,
Ze v pripadé regularni ulohy konvexniho programovani mohou nastat pouze 2 moznosti

Dudlni U. \ Primérni U. Nepfripustna ($f\str = Pripustna a Omezena Neomezena ($f\str = -
\infty$) \infty$)
Neomezena ($\vf\str = NE (Ano bez regularity) NE NE
\infty$)
PFipustna a Omezena NE (Mozna bez regularity) = ANO NE
Nepripustna ($\vf\str = - NE (Ano bez regularity) NE ANO
\infty$)

44 Z regularity plyne, ze $X \neq \emptyset$

Veéta $\D{4.3.8}%$ (Kuhnova-Tuckerova v nediferencidlnim tvaru)

Necht Gloha $\knvxProg$ je reguldrni tlohou konvexniho programovani (viz Véta
$\tagDe{4.3.2}$). Pak $x\str \in X$ je reSenim této ulohy pravé tehdy, kdyz plati (alespori) jedna z
podminek:

1. existuje $y\str\in Q$ takové, ze $f(x\str) = \vf(y\str)$



2. existuje $y\str\in Q$ takové, ze
$$L(x\str,y\str) = \min_{x \in P}L(x, y\str), \tag{\T{4.3.2}}$$ $$y i\str g _i(x\str) = 0,
\quad i\in \set{1, \dots, m}, \tag{\T{4.3.3}}$$ Navic mnozina takovychto vektord $y\str
\in Q$ splyva s mnozinou FeSeni duadlni Ulohy (a podle Véty $\tagDe{4.3.6}$ tedy i s
mnozinou K-T vektoru Glohy $\knvxProgs$).

44 Jsou-li navic funkce $f, g_1, \dots, g m$ diferencovatelné v bodé $x\str$, pak
podminka $\tagEq{4.3.2}$ je ekvivalentni s podminkou
$\tagEqHere{4.2.3} {./nutne-a-postacujici-podminky-optimality}$ pro $y O\str =
1$, zatimco $\tagEq{4.3.3}$ odpovida $\tageqHere{4.2.4} {./nutne-a-
postacujici-podminky-optimality } $.

Tedy Véta $\tagDe{4.3.8}$ je skutecné zobecnéni KKT Véty
$\tagDeHere{4.2.3} {./nutne-a-postacujici-podminky-optimality}$ pro pfipad
nediferencovatelnych funkci

Také se da fict, Zze koncept K-T vektori je zobecnénim Lagrangeovych
multiplikatora s kvalifikovanymi omezenimi (kvali $y _O\str = 1$) - K-T
vektory splyvaji s multiplikatory za podminek Véty
$\tagDeHere{4.2.3}{./nutne-a-postacujici-podminky-optimality } $

Definice $\D{4.3.9}$ (Sedlovy bod)

Bod $[x\str, y\str] \in P \times Q$ se nazyva sedlovym bodem Lagrangeovy funkce $L(x,y)$ Ulohy
$\knvxProg$ na $P \times Q$, jestlize $$ L(x\str,y) \leg L(x\str, y\str) \leq L(x,y\str) \quad \forall x \in
P, y\in Q, $$ tj. plati $$ L(x\str,y\str) = \max_{y \in Q} L(x\str, y) = \min_{x\in P} L(x,y\str) $$

Véta $\D{4.3.10}$ (Kuhnova-Tuckerova pro sedlovy bod)

Necht Uloha $\knvxProg$ je regularni ulohou konvexni programovani (viz Véta $\tagDe{4.3.2}$).
Pak bod $x\str \in P$ je FeSenim Ulohy $\knvxProg$ pravé tehdy, kdyz existuje $y\str \in Q$
takové, Ze $[x\str, y\str]$ je sedlovym bodem Lagrangeovy funkce $L(x,y)$ Glohy $\knvxProg$ na
$P \times Q%.
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