Analyza citlivosti

$$ \xdef\scal#1#2{\langle #1, #2 \rangle} \xdef\norm# 1 {\left\IVert #1 \right\rVert}
\xdef\dist{\rho} \xdefland {\&}\xdef\brackets#1{\left\{ #1 \right\} } \xdef\parc#1#2{\frac {\partial
#1}{\partial #2}} \xdef\mtr#1{\begin{pmatrix}#1l\end{pmatrix}}
\xdef\bm#1{\boldsymbol{#1}} \xdef\mcal#1{\mathcal{#1}}
\xdef\vv#1{\mathbf{#1}}\xdef\vwvp#1{\pmb{#1}} \xdef\ve{\varepsilon} \xdef\l{\lambda}
\xdef\th{\vartheta} \xdef\a{\alpha} \xdef\vf{\varphi} \xdef\Tagged#1{(\text{#1})}
\xdef\tagged*#1 {\text{#1}} \xdef\tagEqHere#1#2 {\href{#2\#eq-#1} {(\text{#1})}}
\xdef\tagDeHere#1#2 {\href{#2\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\tageq#1{\href{\#eq-
#1}{(\text{#1})}} \xdef\tagDe#1{\href{\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\T#1 {\htmlld{eqg-
#1}{#1}} \xdeAD#1{\htmlld{de-#1}{\vv{#1}}} \xdef\conv#1{\mathrm{conv}\, #1}
\xdef\cone#1{\mathrm{cone}\, #1} \xdef\aff#1{\mathrm{aff}\, #1} \xdef\lin#1{\mathrm{Lin}\,
#1} \xdefispan#1{\mathrm{span}\, #1} \xdef\O{\mathcal O} \xdef\ri#1{\mathrm{ri}\, #1}
\xdef\rd#1{\mathrm{r}\partial\, #1} \xdef\interior#1{\mathrm{int}\, #1} \xdef\proj{\Pi}
\xdef\epi#1l{\mathrm{epi}\, #1} \xdef\grad#1{\mathrm{grad}\, #1}
\xdef\gradT#1{\mathrm{grad}~T #1} \xdef\gradx#1{\mathrm{grad} x #1}
\xdef\hess#1{\nabla”2\, #1} \xdef\hessx#1{\nabla™2 x #1} \xdef\jacobx#1{D x #1}
\xdef\jacob#1{D #1} \xdef\subdif#1{\partial #1} \xdef\co#1{\mathrm{co}\, #1}

\xdef\iter#1{"~ {[#1]}} \xdef\str{~*} \xdef\spv{\mcal V} \xdef\civ{\mcal U}
\xdef\knvxProg{\tageqHere{4.1}{./nutne-a-postacujici-podminky-optimality} \, \and \,
\tageqHere{4.2} {nutne-a-postacujici-podminky-optimality}} $$

Nyni se budeme vénovat reSeni Ulohy matematické programovéani v zavislosti na parametru.

Prvni se podivdme na Ulohu matematické programovani s omezenimi pouze ve tvaru rovnosti,
ale s obecnou zavislosti na parametrech.

A v druhém (a poslednim) pfipadé se podivame na Ulohu s omezenimi ve tvaru nerovnosti, ale
s parametry pouze v podobé absolutnich élena ve funkcich zadavajicich tyto omezeni.

Vv

uvédomme, Ze 1 rovnost Ize napsat jako 2 nerovnosti

Ulohy s rovnostmi

Véta $\D{4.4.1}$ (O obélce)



Méjme Ulohu $$ f(x,r) \to \min, \qquad g_1(x, r) = 0, \; \dots, \; g m(x,r) = 0 \tag{\T{AC.1}} $$ kde
$x\in \R™n, r\in \R™k, f, g_1, \dots, g_m\in C"~1$. Pripustme, Ze pro kazdou hodnotu parametru
$r$ ma uloha $\tageq{AC.1}$ jediné resSeni, které oznacime $x\str (r)$. Potom hodnota ulohy
$\tagEq{AC.1}$ je $$ f\str(r) = f(x\str(r), r). $$ Je-li $x\str(r)$ diferencovatelna vzhledem k $r$ a
Jacobiho matice $\jacobx G(x\str (r), r) \in \R™~{m\times n}$ ma plnou hodnost $m$, pak plati
$$ \parc {} {r_i}f\str(r) = \parc f {r_i} (x\str(r), r) + \sum_{j = 1}~m y j\str(r) \parc {g_j} {r i}
(x\str(r), r) $$

44 Obalka je kfivka, ktera se mnoziny krivek dotyka (tj. se dotyka kazdé krivky) a
ma spolecnou te¢nu s danou krivkou

Jinak receno je te€na k mnoziné krivek
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Pozadavky Véty $\tagDe{4.4.1}$ jsou relativné silné, proto uvedme jeji "slabsi verzi".

Veéta $\D{4.4.2}$

Necht $f, g 1, \dots, g m\in C~2$ a $x\str$ je lokdalnim FeSenim ulohy $$ f(x) \to \min, \qquad
g_1(x) = 0, \dots, g_ m(x) = 0 $$ s odpovidajicimi Lagrangeovymi multiplikatory $y\str$. Necht dale
tato dvojice splfiuje postacujici podminku druhého radu, tj. $\hessx L(x\str, y\str) > 0$ na $\ker
\jacob G(x\str)$, pricemz soucasné $x\str$ je regularnim bodem, tj. $\jacobx G(x\str) \in
\R™{m\times n}$ ma plnou hodnost $m$. Uvazme Ulohu parametrického programovani $$ f(x)
\to \min, \qquad G(x) = u \tag{\T{AC.2}}, $$ pro parametr $u \in \R"m$. Pak existuje otevrena
koule $S$ se stredem v pocatku ($u = 0$) takova, ze pro kazdé $u \in S$ existuje lokalni
reseni $x\str(u) \in \R™"n$ Ulohy $\tagEq{AC.2}$ a odpovidajici $y\str(u) \in \R"m$. Navic
$x\str(\cdot)$ a $y\str(\cdot)$ jsou spojité diferencovatelné funkce na $S$ a plati $x\str(0) =
x\str, y\str(0) = y\str$ a pro kazdé $u \in S$ mame $$ \grad f\str(u) = - y\str(u), $$ kde $f\str(u)$
znaci optimalni hodnotu ulohy $\tageq{AC.2}$ vzhledem k $u$, tj. klademe $f\str(u) :=
f(x\str(u))$.



JednodusSe receno se optimalni hodnota méni podle Lagrangeovych
multiplikatord pro danou hodnotu $u$

Ulohy s nerovnostmi

Uvazujme Ulohu zavislou na $m$-tici parametrd $b = (b_1, \dots, b m)~T\in \R™m$, tj. $$ f(x) \to
\min, \gquad x \in X(b) := \set{x \in P \subseteq \R"™n \mid g_i(x) \leq b_i, \; i \in \set{1, \dots, m}}
\tag{\T{4.4.2}} $$ A dale zavedme znaceni $$ G(x) := (g_1(x), \dots, g m(x))"~T, \quad X(b) :=
\set{x \in P \mid G(x) \leq b} $$ $$ B := \set{b \in \R™"m \mid X(b) \neq \emptyset}, \quad F(b) :=
\inf_{x\in X(b)} f(x), \; b\in B $$ mnoZinu K-T vektoru Ulohy $\tagEq{4.4.2}$ ozna¢me $$ Y(b) :=
\set{y \in \R"“m \mid y \geq 0, \; F(b) \leq f(x) + \scal{y} {G(x) - b} \; \forall x \in P} $$ a
subdiferenial funkce $F(b)$ (viz Definice $\tagDeHere{2.5.1}{./subgradient-a-subdiferencial-a-
fenchelova-transformace}$) oznac¢me $$ \subdif F(b) := \set{a \in \R~m \mid F(b') - F(b) \geq \scal
a {b'-Db}\;\forall b'\in B} $$

Veéta $\D{4.4.3}$

Necht mnozina $P \subseteq \R™"n$ je konvexni, funkce $f, g_1, \dots, g_m$ jsou konvexni na $P$
a plati $0\in B, F(0) > -\infty$ a $Y(0) \neq \emptyset$. Potom

1. mnozina $B$ je konvexni
2. funkce $F(b)$ je konecna, konvexni a nerostouci na $B$
3. plati $\subdif F(b) = -Y(b)$ pro vSechna $b \in B$

44 Z predpokladd Véty $\tagDe{4.4.3}$ plyne, ze

e Uloha $\tageq{4.4.2}$ je pripustna pro $b = 0%

e Uloha $\tagEq{4.4.2}$ ma reSeni pro $b = 0%

e mnozina K-T vektoru Ulohy $\tagEq{4.4.2}$ je neprazdna (toto neni
splnéno automaticky, viz Véta $\tagDeHere{4.3.2}{./dualni-uloha}$)

Navic je-li $F$ dokonce diferencovatelna v $b$, pak $\subdif F(b)$ je
jednoprvkova mnozina, kterd obsahuje pouze $-\gradT F(b)$ a tedy tento
vektor musi byt roven $(-1) \cdot$ jediny K-T vektor této Ulohy. (Toto je
analogie Véty O obdlce $\tagDe{4.4.1}$)

44 Podle Véty $\tagDeHere{4.3.6}{./dualni-uloha}$ jsme popsali K-T vektory
ulohy $\knvxProg$ pomoci reseni dualni ulohy $\tagEqHere{4.3.1}{./dualni-
uloha}$. Cast 3. této véty jim navic davé jesté charaketeristiku subgradientu




hodnoty ulohy parametrického programovani $\tageq{4.4.2}$.

44 V pripadé reguldrni Ulohy konvexniho programovani
dostadvame zkombinovanim téchto dvou vysledkd $\subdif
F(b) = - Y\str(b)$, kde $Y\str(b)$ je mnozina reseni dualni
ulohy (viz Véta $\tagDeHere{4.3.6}{./dualni-uloha}$).

Pomoci Véty $\tagDe{4.4.3}$ jsme schopni dostat zajimavé vysledky o plvodni Gloze
matematického programovani, tj. $\tageq{4.4.2}$ s $b = 0%.

Dusledek $\D{4.4.4}$

Necht mnozina $P \subseteq \R"n$ je konvexni, funkce $f, g_1, \dots, g_m$ jsou konvexni na
$P$, plati $F(0) > - \infty$ a existuje $\bar x \in P$ takové, Zze $G(\bar x) < 0% (viz Slaterova
podminka ve Vété $\tagDeHere{4.3.2}{./dualni-uloha}$). Potom $0 \in B$ a

1. funkce $F(\cdot)$ je spojita v bodé $b = 0%

2. pro libovolné $h \in \R"m$ existuje jednostranna smeérova derivace
$$F' h(0) = \max_ {y\str\in Y(0)} \scal {-y\str} h$$

3. funkce $F$ je diferencovatelna v bodé $b = 0% praveé tehdy, kdyz $Y(0)$ je
jednoprvkova mnozina, tj. $Y(0) = \brackets{y\str}$. Navic plati $\gradT F(0) = -y\str$.

44 Z ¢asti 3. okamzité plyne, Zze pokud existuje vice K-T vektoru $\iff$ funkce
$F$ neni diferencovatelna

Fenchelova transformace a dualni Uloha

Lze ukdazat, Zze pro $F(b)$ hodnotu primarni ulohy je $F\str(y) = -\vf(y)$ a tedy dualni ulohu
$\tageEqHere{4.3.1}{./dualni-uloha}$ je mozné psat jako $$ -F\str(y) \to \max, \quad y \geq 0 $$
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