4. cviceni

$$ \xdef\mcal#1{\mathcal{#1}} \xdef\scal#1#2{\langle #1, #2 \rangle} \xdef\N{\mathbb N}
\xdef\R{\mathbb R} \xdef\Q{\mathbb{Q}} \xdef\Z{\mathbb{Z}} \xdef\D{\mathbb{D}}
\xdef\bm# 1 {\boldsymbol{#1}} \xdef\vv#1{\mathbf{#1}} \xdef\vvp#1{\pmb{#1}}
\xdef\floor#1{\Ifloor #1 \rfloor} \xdef\ceil#1{\Iceil #1 \rceil} \xdef\grad#1{\mathrm{grad} , #1}
\xdef\ve{\varepsilon} \xdef\im#1{\mathrm{im}(#1)} \xdef\tr#1{\mathrm{tr}(#1)}
\xdef\norm#1 {\left\vert \left\vert #1 \right\vert\right\vert} \xdef\scal#1#2{\langle #1, #2 \rangle}
$$

1. priklad

Mame symetrickou idempotentni matice $P$ velikosti $n\times n$, coz je matice ortogonalni
projekce.

a)

JelikoZ je $P$ symetricka, tak existuje spektrdlni rozklad tvaru $$ P = U \Lambda U"T $$

44 matice $U$ je ortogonalni a plné hodnosti

a jelikoz je idempotentni $$ P = PP $$ Potom $$ U\Lambda U”T = P = PP = U \Lambda
\underbrace{U~T U} {I} \Lambda U”T = U \Lambda”~2 U™T $$ A celkem dostdvame $\Lambda"2
= \Lambda$. Navic jelikoz je $\Lambda$ diagonalni, tak pro vSechna vlastni Cisla $\lambda$ matice
$\Lambda$ plati $$ \lambda~2 = \lambda\ (\lambda - 1)\lambda = 0 \implies \lambda = 0 \lor
\lambda =1 $$

44 |dempotentni matice $P$ je invertibilni praveé tehdy, kdyz $P = 1$

b)



Jelikoz $P = U\Lambda U™ T$, pak $U$ je pIné hodnosti (je ortogondlni), pak $$ h(P) = h(U\Lambda
U~T) = h(\Lambda) = | \set{\lambda _i, \; \lambda_i = 1} | $$

C)

Z Casti b) mame $$ \implies h(P) = \dots = \sum \lambda_i = \tr \Lambda = \tr {\Lambda U U"T}
$$ A jelikoz pro stopu soucinu matic plati $\tr {A B C} = \tr {C A B}$ (invariantnost vUci cyklickym
operacim), pak $$ \implies h(P) = \dots = \tr {U \Lambda U"T} =\tr P $$

d)

Je-li vektor $\vv y \in \im P$, pak $P \vv y = \vv y$ Pokud $\vv y \in \im P$, pak $\exists \vv z$, Ze
$\wvy =P\ z$

44 Definice obrazu $\im P$: $$\im P = \set{\vv y \in \R”n \mid \exists \vv z \in \R™n
:\; P\vww z =\vv y}$$

Pak $$ P\wy =P (P\wz)=(PP)\wz=P\wz=\vy$$

e)

44 Chceme ukdzat, Ze projekce do mensiho podprostoru je zaroven projekce do
onoho vétsiho prostoru

Necht $\vv z \in \R™n$ je libovolné, projekce $z$ do mensiho prostoru je prvek vétSiho prostoru. $$
\tilde P \vv z \in \im {\tilde P} \leq \im P $$ Pak podle d) plati $$ P(\tilde P \vv z) = \tilde P \vv z\
P(\tilde P \vv z) - \tilde P \vv z = \vv 0\ (P\tilde P - \tilde P) \vv z = \vv 0, $$ nicméné vektor $\vv z$
byl libovolny. To tedy znamenad, Ze zobrazeni $P \tilde P - \tilde P$ posle vSechny $\vv z \in \R™"n$
na nulovy vektor, tj. $$ \ker (P \tilde P - \tilde P) = \R"™n $$ Z linearni algebry vime, Ze $\dim \ker(A)
+ \dim \im A = n$ pro $A$ tvaru $n \times n$. A tedy $$ \dim \im {P \tilde P - \tilde P} = 0 \implies
P \tilde P - \tilde P = \vv 0 $$ Nebot $P, \tilde P$ jsou ortogonalni projekce, tak jsou symetrické.
Celkem $$ \tilde P P = \tilde P~T P~T = (\tilde P P)~T = \tilde P~"T = \tilde P = P\tilde P $$



f)

Necht $\vv x \in \R™"n$ pevné. Méjme $P \vv z \in \im P$ Vezméme libovolné $\vv y \in \im P$ a
spocitdame $\norm {\vv y - \vv x}~2$ Pak $$ \norm {\vwy -\vv x}"2 = \norm{P\vv X - x + y - P\vv
x}72 =\scal {(P\vv x-\ww Xx)+ (\wwy-P\wwx)} {(P\vwx-\vvXx)+ (\wwy-P\lvwx)} $$

44 Pro skalarni soucin plati $$\scal {\vv u} {\vv v} =\scal {\vv v} {\vv u} \\scal
{\vw u + \vv v} {\vv w} =\scal {\vv u} {\vv w} + \scal {\vv v} {\vv w} \ \scal
{\vv u} {a\vv v} = a\scal {\vv u} {\vv v}, ;al\in\R $$

Pak dostavame $$ = \norm{P \vv x - \vv x}~2 + 2 \scal {P\vv x -\vv x} {\vwy-P\vv x} +
\norm{\vv y-P\vv x}"2 $$

A zajima nés hlavné $\scal {P \vv x - \vv x} {\vvy - P\vv x}$, tedy

$$ \scal {P\wv x-\wvx} {\vwWwy-P\wwx}=(QNwy-P\vwx)"T(P\vvXx-\vXx)=\vwWwy”™T(P\vvX-
WV X) - (P\WVv X)"TP\WvX-\WWX=%$$%$$=\wWy~ TP\ X-\wWy~T\vv X -\vv x"T
\underbrace{P”~T P}_{P}\vww Xx +\vw X T P~T\vw Xx =\vwW y~TP\vv x-\vwy~T\vv x $$

Jelikoz $\vv y \in \im P$, tak jisté $\exists \vv z \in \R™"n$ takové, ze $\vvy = P \vv z$. Z toho plyne

$$\WVv Yy TP\Wv X-\WWwWy™T\WwvXx=(P\vwz)"TP\vv x-(P\v z)"T\vv Xx=\vwz"T
\underbrace{P~T P}_{P} \vv x-\vv z”T \underbrace{P~T}_{P}\vv x =0 $%

Celkem $\norm {\vv y - \vv x}~2$ zavisi pouze na $\norm {\vv y - P\vv x}"~2% a $$ \norm{P \vv x -
\vv x} ™2 + \underbrace{2 \scal {P\vv x-\vv x} {\wwy-P\vwx}} {0} +\norm{\vwy-P\vv x}"2
\geq \norm{P \vv x - \vv x} 2 $$ a rovnost nastane pouze v pripadé $P \vv x = \vv y$.

Zadani v R

Vykreslit si grafy hustot a distribu¢nich funkci pro

e $N(0,1)$ a spocitat $P(X \leq 2)$

e Studentovo $t(df = 5)$ a spocitat $P(X \leq 2)$
e $\chi™~2(df = 10)$ a spocitat $P(X \leq 20)$

e Fisherovo $F(5, 10)$ a spocitat $P(X \leq 2)$

a vypoctéte 95% kvantil a zaznacte do grafu
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