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Konvexni mnoziny

$$ \xdef\scal#1#2{\langle #1, #2 \rangle} \xdef\norm#1 {\left\IVert #1 \right\rVert}
\xdef\dist{\rho} \xdef\and{\&}\xdef\brackets#1{\left\{ #1 \right\}} \xdef\parc#1#2{\frac {\partial
#1}{\partial #2}} \xdef\mtr#1{\begin{pmatrix}#1l\end{pmatrix}}
\xdef\bm#1{\boldsymbol{#1}} \xdef\mcal#1{\mathcal{#1}}
\xdeflvv#1{\mathbf{#1}}\xdef\vwp#1{\pmb{#1}} \xdef\ve{\varepsilon} \xdef\l{\lambda}
\xdef\th{\vartheta} \xdef\a{\alpha} \xdef\tagged#1{(\text{#1})} \xdef\tagged*#1{\text{#1}}
\xdef\tageqHere#1#2{\href{#2\#eq-#1}{(\text{#1})}} \xdef\tagDeHere#1#2 {\href{#2\#de-
#1}{\text{#1}}} \xdef\tagEq#1{\href{\#eq-#1}{(\text{#1})}} \xdef\tagDe#1{\href{\#de-
#1}{\text{#1}}} \xdeA\T#1{\htmlld{eq-#1}{#1}} \xdef\D#1{\htmlld{de-#1}{\vw{#1}}}
\xdef\conv#1{\mathrm{conv}\, #1} \xdef\cone#1{\mathrm{cone}\, #1}
\xdef\aff#1{\mathrm{aff}\, #1} \xdef\lin#1{\mathrm{Lin}\, #1} \xdef\span#1{\mathrm{span}\,
#1} \xdef\O{\mathcal O} \xdef\ri#1{\mathrm{ri}\, #1} \xdef\rd#1{\mathrm{r}\partial\, #1}
\xdef\interior#1{\mathrm{int}\, #1} \xdef\proj{\Pi} \xdef\epi#1{\mathrm{epi}\, #1}
\xdef\grad#1{\mathrm{grad}\, #1} \xdef\hess#1{\nabla"2\, #1} \xdef\subdif#1{\partial #1}
\xdef\co#1{\mathrm{co}\, #1} \xdef\iter#1{~{[#11}} $$

Definice $\D{1.1}$ (Konvexni mnozina)

Necht $X \subseteq \R™n$. Mnozina $X$ se nazyva konvexni, jestlize pro vSechna $x_1, x_2 \in X$
a pro kazdé $\I'\in [0,11$ plati $$\I x_1 + (1 -\l) x_2\in X \tag{KM} $$

44 Specialné prazdnou mnozinu $\emptyset$ povazujeme za konvexni

Operace nad konvexnimi mnozinami

Méjme $X_i, i \in I$ konvexni mnoziny. Potom
e jejich sjednoceni $\bigcap_{i\in I} X_i$ je konvexni mnozina

e jejich soucet $\a_1 X 1 + \dots + \a_m X_m = \brackets{x \in \R"n \mid x = \displaystyle
\sum _{i=1}"m\a_i x_i\text{ pro néjaka } x_i\in X_i}$ je opét konvexni

Vlastnosti konvexnich mnozin

Definice $\D{2.1.3}$ (Specidlni mnoziny)

Mnozina $X \subseteq \R"n$ se nazyva



e kuzel, jestlize pro kazdé $x \in X$ a pro kazdé $\I\in [0, \infty)$ je také $\I x \in X$

o konvexni kuzel, jestlize je mnozina $X$ konvexni a souc¢asné kuzelem

e afinni, jestlize pro kazdé $x 1, x 2 \in X$ a pro kazdé $\I \in \R$ plati $$\I x 1 + (1 -\I)x 2
\in X $$

(konwvexn()
kuzel kuzel komvexnl kuzel

44 Polyedr je mnohostén v $\R"n$. Dale ohraniceny polyedr nazveme polytop

Déle si rozeberme rlizné kombinace bod0

Definice $\D{2.1.4}$ (Linearni kombinace)

Necht $x_1, \dots, x_m \in \R™n$. Linearni kombinace $\l_1 x_1 + \dots + \I_m x_m$ se nazyva

o konvexni, jestlize $\l 1, \dots, \|_ m\geq 0% a $\sum {i=1}"m\l_i=1%$
e nezaporna, jestlize $\I_1, \dots, \Il m \geq 0%
e afinni, jestlize $\sum _{i=1}"m\Li = 1$.

Tedy jisté plati

e Mnozina obsahujici vSechny linearni kombinace libovolnych dvou svych bod{ (tj. s
libovolnymi dvéma body obsahuje i pfimku prochéazejici témito body a pocatek) je
vektorovy (linearni) prostor

e MnoZina obsahujici vSechny afinni kombinace libovolnych dvou svych bod{ (tj. s
libovolnymi dvéma body obsahuje i pfimku prochéazejici témito body) je afinni

e Mnozina obsahujici vSechny nezdporné kombinace libovolnych dvou svych bod@ (tj. s
libovolnymi dvéma body obsahuje i celou vySec urc¢enou poloprimkami vychazejicimi z
pocatku a prochazejicimi témito body) je konvexni kuzel

e MnoZina obsahujici vSechny konvexni kombinace dvou libovolnych svych bodt (tj. s
libovolnami dvéma body obsahuje i celou Usecku je spojujici) je konvexni



Definice $\D{2.1.6}$ (Obaly)

Necht $X \subseteq \R"n$

e prinik vsech konvexnich mnozin obsahujicich mnozinu $X$ se nazyva konvexni obal
mnoziny $X$ a znaci se $\conv X$.

e prinik vSech konvexnich kuZeld obsahujicich mnozZinu $X$ se nazyva kénicky obal
mnoziny $X$ a znaci se $\cone X$.

e prinik vSech afinnich mnozin obsahujicich mnozin $X$ se nazyva afinni obal mnoziny
$X$ a znadi se $\aff X$. Jeho zaméreni se nazyva linearni obal mnoziny $X$ a znadi se
$\lin X$. Dimenze afinniho obalu mnoziny $X$ se znadi $\dim X$ a klademe $\dim X :=
\dim {\lin X}$.

44 Vsimnéme si, Ze $\span X = \{$ $\forall$ linedrni kombinace prvk{ z $X$ $\}$,
ale $\lin X = \span \brackets{x 2 - x 1, x 3 -x_1,\dots, x m-x_1}$. (pro $X =
\set{x_1, \dots, x_m}$) Viz obrézek z prednasky

44 Jinak receno, konvexni obal je nejmensi konvexni mnozina obsahujici $X$ ve
smyslu mnozinové inkluze.
Kdénicky obal je nejmensi konvexni kuzel obsahujici $X$ atd..

Jako simplex definujeme konvexni obal $n+1$ afinné nezavislych bodl $v 1, \dots, v_{n+1}
\in \R"“m$, kde $m \geq n$. Pod pojmem afinné nezavislé body rozumime, Ze vektory $$ v_2 -
v .1l,v.3-v 1, \dots, v {n+1} -v 1 $$ jsou linearné nezavislé.

Veéta $\D{2.1.7}$

Necht $X \subseteq \R"n$. Pak plati

e $\conv X = \brackets{x \mid x = \displaystyle\sum_{i = 1}"~m\Li x_i, \text{ kde } m\in
\N \text{ je libovolné}, x_1, \dots, x_ m\in X, \l_1, \dots, \| m\geq 0, \sum {i=1}"m\li =
1}$

e $\cone X = \brackets{x \mid x = \displaystyle\sum_{i = 1}"m\Li x_i, \text{ kde } m\in
\N \text{ je libovolné}, x_1, \dots, x_m\in X, \l_1, \dots, \[_m \geq 0}$

o $\aff X = \brackets{x \mid x = \displaystyle\sum_{i = 1}"m \L_i x_i, \text{ kde } m\in \N
\text{ je libovolné}, x 1, \dots, x_ m\in X, \I_1, \dots, \I| m\in \R, \sum {i=1}"m\l_i=
1}$



Libovolny bod x v konvexni kuzelu v $\R"n$ Ize vyjadrit pomoci nezaporné
kombinace $n$ bodl

Véta $\D{2.1.9}$ (Caratheddoryho)

Necht $X \subseteq \R"n$. Kazdy bod konvexniho obalu $\conv X$ mlze byt vyjadren jako
konvexni kombinace nejvyse $n+1$ prvkl mnoziny $X$, tj. pro $x \in X$ existuji $x_1, \dots,
x_{n+1}\in X$ a $\l_1, \dots, \|_{n+1} \geq 0% splnujici $\sum_{i = 1}~{n+1} \li = 1$ takova, ze
$$x =\l.1x 1+\dots +\l {n+1} x_{n+1} $$

44 POZOR: Univerzalni konvexni baze (stejna pro vsechny $x \in \conv X$)
konvexniho obalu $\conv X$ nemusi existovat!

Lze ukdazat, Ze pokud $X \subseteq \R™"n$ je kompaktni mnozina, pak $\conv X$ je také
kompaktni.

44 To stejné neplati o uzavrenosti.

Zobecnéni vnitrku mnoziny

Definice $\D{2.1.11}$ (Relativné vnitrni bod)

Necht $X \subseteq \R"n$. Bod $x™* \in X$ se nazyva relativné vnitfnim bodem mnoziny $X$,
jestlize existuje okoli $\O(x"* )$ bodu $x"* $ takové, ze $$ \O(x"* ) \cap \aff X \subseteq X $$
Mnozinu vsech relativné vnitfnich bodd nazyvdme relativhim vnitfkem mnoziny $X$ a znac¢ime
$\ri X$.

Mnozina $\rd X := \overline X \setminus \ri X$ se nazyva relativni hranice mnoziny $X$.

44 Jisté plati $\interior X \subseteq \ri X$
a také $\ri X \subseteq X \subseteq \overline X \subseteq \aff X$

Plati $\overline {\ri X} = \bar X$, tj. relativni vnitrek je dost velky na vygenerovani uzavéru.



Oddeélovani konvexnich
mnozin

$$ \xdef\scal#1#2{\langle #1, #2 \rangle} \xdef\norm#1{\left\IVert #1 \right\rVert}
\xdef\dist{\rho} \xdefland {\&}\xdef\brackets#1{\left\{ #1 \right\} } \xdef\parc#1#2{\frac {\partial
#1}{\partial #2}} \xdef\mtr#1{\begin{pmatrix}#1\end{pmatrix}}
\xdef\bm#1{\boldsymbol{#1}} \xdef\mcal#1{\mathcal{#1}}
\xdeflvv#1{\mathbf{#1}}\xdef\vwvp#1{\pmb{#1}} \xdef\ve{\varepsilon} \xdef\[{\lambda}
\xdef\th{\vartheta} \xdef\a{\alpha} \xdef\vf{\varphi} \xdef\Tagged#1{(\text{#1})}
\xdef\tagged*#1{\text{#1}} \xdef\tagEqHere#1#2{\href{#2\#eq-#1} {(\text{#1})}}
\xdef\tagDeHere#1#2 {\href{#2\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\tageEq#1 {\href{\#eq-
#1}{(\text{#1})}} \xdef\tagDe#1{\href{\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\T#1 {\htmlld{eqg-
#1}{#1}} \xdef\D#1{\htmlld{de-#1}{\vv{#1}}} \xdef\conv#1{\mathrm{conv}\, #1}
\xdef\cone#1{\mathrm{cone}\, #1} \xdef\aff#1{\mathrm{aff}\, #1} \xdef\lin#1{\mathrm{Lin}\,
#1} \xdef\span#1{\mathrm{span}\, #1} \xdef\O{\mathcal O} \xdef\ri#1 {\mathrm{ri}\, #1}
\xdef\rd#1{\mathrm{r}\partial\, #1} \xdef\interior#1{\mathrm{int}\, #1} \xdef\proj{\Pi}
\xdef\epi#1l{\mathrm{epi}\, #1} \xdef\grad#1{\mathrm{grad}\, #1}
\xdef\gradT#1{\mathrm{grad}~T #1} \xdef\gradx#1{\mathrm{grad} x #1}
\xdef\hess#1{\nabla”2\, #1} \xdef\hessx#1{\nabla™2 x #1} \xdef\jacobx#1{D x #1}
\xdef\jacob#1{D #1} \xdef\subdif#1{\partial #1} \xdef\co#1{\mathrm{co}\, #1}

\xdef\iter#1{"~ {[#1]}} \xdef\str{~*} \xdef\spv{\mcal V} \xdef\civ{\mcal U}
\xdef\knvxProg{\tageqHere{4.1}{./nutne-a-postacujici-podminky-optimality} \, \and \,
\tageqHere{4.2} {nutne-a-postacujici-podminky-optimality}} $$

Oddélitelnost mnozin

Definice $\D{2.3.1}$ (Oddélitelnost mnozin)

Neprazdné mnoziny $X 1, X 2$ se nazyvaiji

o oddélitelné, jestlize existuje $p \in \R™n \setminus \brackets{\vv 0}$ takové, ze
$$\scal p {x_1} \geq \scal p {x 2}$$ pro kazdé $x_1\in X 1, x 2 \in X_25.

e vlastné oddélitelné, jestlize jsou oddélitelné a zaroven existuji body $x_17*\in X_1,
X_27*\in X_2$ takové, ze
$$\scal p {x_1°*} >\scal p {x 2°* }$%

 silné oddélitelné, jestlize existuje $p \in \R”™n \setminus \brackets{\vv 0}$ takové, ze
$$\inf_ {x 1 \inx_1}\scalp {x_1} >\sup_{x 2 \in X 2} \scal p {x_2},$$ je-li navic $\beta
\in [\sup_{x_2\in X 2} \scal p {x_2},\inf_{x_1\in X 1} \scal p {x_1}1$, nadrovina
$$H {p,\beta} := \brackets{x \in \R"n \mid \scal p x = \beta}$$ se nazyva oddélujici



nadrovinou mnozin $X 1% a $X_2%.

44 Ve vyjadreni $\brackets{x \in \R”n \mid \scal p x = \beta}$ znaci $p$ normalovy
vektor nadroviny a $\beta$ jeji posunuti
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Definice $\D{2.3.2}$ (Projekce bodu)

Necht $X \subseteq \R"n$ je neprazdna mnozina a $x \in \R~"n$. Bod $x~*\in X$ nazveme
projekci bodu $x$ na mnozinu $X$ a oznacime $\proj_X (x)$, jestlize $$ \norm{\proj_X (x) - x}
\leg \norm{y - x} $$ pro kazdé $y \in X$.

Veéta $\D{2.3.4}$

Neprazdné konvexni mnoziny $X_1,X 2 \in \R"n$ jsou silné oddélitelné pravé tehdy, kdyz maji
nenulovou vzdalenost, tj. $$ \dist (X_1, X_2) :=\inf_{x_1\in X_1, x_2\in X_2} \norm{x_1-x 2} >0,
$$ coz je ekvivalentni s podminkou $0 \notin \overline{X 1 - X 2}$.

Pod kompaktni mnozinou myslime mnozinu, ktera je ohranicend (ma konec¢ny priimér) a uzavrena
(obsahuje svou hranici).

Pokud jsou mnoziny $X_1, X_2 \subseteq \R"™n$ neprézdné, konvexni a disjunktni a navic BUNO je
$X_1% uzavrena a $X 2$ kompaktni, tak jsou mnoziny silné oddélitelné.

Pozadavek kompaktnosti mnoziny $X 2$ vynechat nelze, viz protipriklad dvou hyperbol (obrazek
je pouze ilustrativni)



Véta $\D{2.3.5a}$ (Geometricky popis konvexnich mnozin)

Libovolna uzavrena konvexni mnozina $X \subseteq \R™n$ je reSenim (nekonecné) soustavy
neostrych linedrnich rovnic.

44 Geometricky: kazda uzaviena konvexni mnozina $X \subsetneqqg \R™"n$ je
prunikem uzavienych poloprostoru, konkrétné véech uzavienych
poloprostord obsahujicich $X$
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Opérné nadroviny

Definice $\D{2.3.6}$ (Opérna nadrovina)

Necht $X \subseteq \R"n$ je neprazdna mnozina a necht $a \in \partial X := \overline X \setminus
\interior X$. Nadrovina $H_{p, \beta}$ se nazyva


https://bookstack.zapadlo.name/uploads/images/gallery/2022-12/image-1672340919071.png

e opérnou nadrovinou mnoziny $X$ v bodé $a$, jestlize
$$\scal p x \geq \beta = \scal p a$$ pro kazdé $x \in X$

e vlastni opérnou nadrovinou mnoziny $X$, jestlize je opérnou nadrovinou mnoziny
$X$ a zaroven existuje $x"~*\in X$ takové, ze
$$\scal p {x~* } > \beta$$

44 Jinak re¢eno mnozina musi lezet pouze v jednom z poloprostor( ur¢enych
opérnou nadrovinou.

Véta $\D{2.3.7}$ (Existenci opérné nadroviny)

Necht $X \subseteq \R"n$ je neprazdnd konvexni mnozina a necht $a \in \rd X \subseteq \partial
X$. Pak v bodé $a$ existuje vlastni opérna nadrovina mnoziny $X$.

44 Pro relativni vnitfek $\ri X$ mnoziny $X$ a jeji vnitfek plati $\interior X \subseteq
\ri X$ a tedy jisté
$$\overline X \setminus \ri X = \rd X \subseteq \partial X = \overline X \setminus
\interior X$$

Podminky oddélitelnosti

Veta $\D{2.3.7a}$ (Oddélitelnost mnozin)

Necht $X 1, X_2 \subseteq \R™n$ jsou neprazdné, konvexni a disjunktni mnoziny. Pak pro tyto
mnoziny existuje oddélujici nadrovina.

Véta $\D{2.3.8} %

Neprazdné konvexni mnoziny $X 1, X 2 \subseteq \R"n$ jsou vlastné oddélitelné pravé tehdy,
kdyz $\ri X_1 \cap \ri X_2 = \emptyset$.

Veéta $\D{2.3.9}$ (Farkas & Minkowski)

Necht $A\in \R™{m \times n}$ a $b \in \R"m$. Potom je praveé jeden z nasledujicich systém
rovnic a nerovnic resitelny: $$ Ax = b, \quad x \geq 0, \tag{\T{2.3.5}} $$ $$ A~T y \geq 0, \quad
\scaly b < 0\tag{\T{2.3.6}} $$



Jinak feceno soustava $\tagEq{2.3.5}$ ma reSeni prave tehdy, kdyz pro vSechna
$y \in \R™"m$ plati $A™T y \geq 0% a zaroven $\scal y b \geq 0%

Jesté jinak mUzeme vétu formulovat tak, Ze bud $b$ lezi v konvexnim kuzelu
$\cone{\brackets{a i} {i=1}"n}$ nebo jsou $b$ a konvexni kuzel silné oddélitelné.

Z této véty pak plynou tzv. véty o alternativé, které mdzeme najit napriklad v linedrnim
programovani.

Tvrzeni Véty $\tagDe{2.3.9}$ mUzeme také napsat jako:

Jestlize systém $$ f 0(x) :=\scal {a_0} x < 0, \quad f_i(x) :=\scal {a_i} x \leq 0, \quad i \in
\brackets{1, \dots, m} $$ nema pro dana $a_0, \dots, a_m \in \R"m$ rfeseni na $\R™n$, pak existuji
Cisla $y 1, \dots, y m \geq 0% takova, Zze $$a 0 + \sum {i=1}"my ia i =0, \quad \text{tj.

H O(x) +\sum {i=1}"my if i(x)=0 $$ pro kazdé $x \in \R™"n$.

Toto plyne z toho, Ze pokud v $\tagDe{2.3.9}$ polozime $b = a_0% a $A = -(a_1, \dots, a m)$ (a
zaménime-li $x$ a $y$), pak podle predpokladu nema systém $A~T x \geq 0\, \and \, \scal x {a_0}


https://bookstack.zapadlo.name/uploads/images/gallery/2022-12/image-1672396933180.png

< 0$ reSeni. A tedy dostavame, Ze systém $Ay = a_0, y \geq 0% reSeni mit musi.

Véta $\D{2.3.12}$ (Fan & Glicksburg & Hoffman)

Necht mnozina $X \subseteq \R™n$ je konvexni, funkce $f 1, \dots, f k: X \to \R$ jsou konvexni a
funkce $f {k+1}, \dots, f m$ afinni, tj. pro $j \in \brackets{k+1, \dots, m}$ mame $f j = \scal
{a_j} x + \beta j$ pro vhodnda $a _j\in \R™n$ a $\beta j\in \R$. Jestlize systém nerovnosti a
rovnosti $$ \begin{rcases} f i(x) < 0, & i \in \brackets{1, \dots, k} \ f_j(x) = 0, & j \in \brackets{k+
1, \dots, m} \end{rcases} \tag{\T{2.3.8}} $$ nema FesSeni na $X$, pak existuji takové konstanty
$$y 1,\dots, y k\geq 0 \quad \and \quad y {k+1}, \dots, y m\in \R $$ ze pro alespon jedno $I\in
\brackets{1, \dots, m}$ je $y I \neq 0% a pro vSechna $x \in X$ plati $$ \sum {i=1}"my if i(x)
\geq 0 \tag{\T{2.3.9}} $%

Nasledujici véta udava podminky, které zajistuji kladnost jistého vyzna¢ného $y i$ (BUNO $i = 0%)
ve vztahu $\tagEq{2.3.9}$. Po vydéleni vztahu $\tagEq{2.3.9}$ timto $y i$ dostaneme BUNO $y i
=1%.

Véta $\D{2.3.13}$ (Podminky regularity)

Necht mnozina $X \subseteq \R™n$ je konvexni a funkce $f 0, \dots, f m: X \to \R$ jsou konvexni.
Jestlize systém nerovnosti $$ f 0(x) < 0, \tag{\T{2.3.10}} $$ $$ f i(x) < 0, \quad i \in \brackets{1,
\dots, m} \tag{\T{2.3.11}} $$ nema FesSeni na $X$ a podsystém $\tagEq{2.3.11}$ ma resSeni na
$X$, pak existuji $y_1, \dots, y m \geq 0% takova, ze pro vSechna $x \in X$ plati $$ f 0(x) +
\sum_{i = 1}"my_i f i(x) \geq 0 \tag{\T{2.3.12}} $$



Konvexni funkce

$$ \xdef\scal#1#2{\langle #1, #2 \rangle} \xdef\norm#1 {\left\IVert #1 \right\rVert}
\xdef\dist{\rho} \xdefland {\&}\xdef\brackets#1{\left\{ #1 \right\} } \xdef\parc#1#2{\frac {\partial
#1} {\partial #2}} \xdef\mtr#1{\begin{pmatrix}#1l\end{pmatrix}}
\xdef\bom#1{\boldsymbol{#1}} \xdef\mcal#1{\mathcal{#1}}

\xdef\vv#1{\mathbf{#1} }\xdef\vvp#1{\pmb{#1}} \xdefl\ve{\varepsilon} \xdef\l{\lambda}
\xdef\th{\vartheta} \xdef\a{\alpha} \xdef\tagged#1{(\text{#1})} \xdef\tagEq#1{\href{\#eq-
#1}{(\text{#1})}} \xdef\tagDe#1{\href{\#de-#1}{\text{#1}}} \xdef\T#1{\htmlld{eq-
#1}{#1}} \xdef\D#1{\htmlld{de-#1}{\vv{#1}}} \xdef\conv#1{\mathrm{conv}\, #1}
\xdef\cone#1{\mathrm{cone}\, #1} \xdef\aff#1{\mathrm{aff}\, #1} \xdef\lin#1{\mathrm{Lin}\,
#1} \xdef\span#1{\mathrm{span}\, #1} \xdefO{\mathcal O} \xdef\ri#1{\mathrm{ri}\, #1}
\xdef\rd#1{\mathrm{r}\partial\, #1} \xdef\interior#1{\mathrm{int}\, #1} \xdef\proj{\Pi}
\xdef\epi#1l{\mathrm{epi}\, #1} \xdef\grad#1{\mathrm{grad}\, #1} \xdef\hess#1{\nabla™2\,
#1} $$

Definice $\D{2.2.1}$ (Konvexni funkce)

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina. Funkce $f: X \to \R$ se nazyva

e konvexni na $X$, jestlize pro vSechna $x_1, x_2\in X$ a kazdé $\I\in [0,1]$ plati
$$F(\ X_1 + (1 -\)x_2) \leg \I f(x_1) + (1-\I) f(x_2) \tag{\T{2.2.1}}$$

o ostre konvexni na $X$, jestlize nerovnost $\tageq{2.2.1}$ je ostra pro vSechna $x_1,
x_2\in X, x_1\neq x_2$%$ a kazde $\l \in (0,1)$.

e silné konvexni na $X$ s konstantou silné konvexnosti $\th > 0%, jestlize pro vSechna
$x 1, x_2\in X$ a kazdé $\I\in [0,1]$ plati
$$\underbrace{f(\l x_1 + (1 -\I)x_2) \leg\l f(x_1) + (1 -\I) f(x_2)} {\tagEq{2.2.1}} - \th
\I(L-\D\norm{x 1 - x 2}"2 \tag{\T{2.2.2}}$%

44 V praxi je silna konvexnost "silnéjSi" nez ostra konvexnost a ta je silnéjSi nez "
obycejna" konvexnost

Véta $\D{2.2.2}$ (Konvexnost nadgrafu)

Necht $X \subseteq \R™n$ je konvexni mnozina a necht $f : X \to \R$. Funkce $f$ je konvexni na
$X$ prave tehdy, kdyz jeji nadgraf (epigraf) $$ \epi f := \brackets{\underbrace{[x,
\beta]} {\text{bod}} \in\R~{n+1} \mid x \in X, \beta \geq f(x)} $$ je konvexni mnozina.

Pro ostfFe konvexni funkci musi "tyto dva body" vzdy lezet nad sebou (mysleny jejich souradnice na
ose $y$). Navic pro silnou konvexnost mezi nimi musi vzdy byt alespon dana mezera.



44 Tyto body nemusi leZzet nad sebou (na svislé primce). Navic jesté

$f$ konvexni $\iff$ $-f$ konkavni

Kombinace konvexnich funkci

Véta $\D{2.2.3}$ (Nezaporna linearni kombinace konvexnich funkci)

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina, funkce $f 1, \dots, f m: X \to \R$ jsou konvexni na
$X$ a $\a_1, \dots, \a_m \geq 0% jsou dana cCisla. Potom $F(x) =\a_1f 1(x) + \dots +\a_m f m(x)$
je konvexni.

Veéta $\D{2.2.4}$ (Sublevel set)

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina a $f: X \to \R$ je konvexni funkce na $X$. Pak pro
libovolné $K\in \R$ je odpovidajici dolni vrstevnicova mnozina (sublevel set) $$ V K :=
\brackets{x \in X \mid f(x) \leq K} $$ také konvexni.

44 Plati pouze tato implikace: $f$ konvexni $\implies$ sublevel set konvexni
Napriklad $x~3$ ma konvexni sublevel set, ale sama konvexni neni.

Presnéji rikdme, ze pokud ma funkce $f$ konvexni sublevel set, pak $f$ je kvazikonvexni.

Veéta $\D{2.2.5}$ (Jensen)

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina a funkce $f:X \to \R$ je konvexni na $X$. Pak pro
libovolné $m\in \N, x_1, \dots, x_m \in X$ a Cisla $\l_1, \dots, \|_m \geq 0$ splnujici $\sum _{i =
1}7"m\lLi = 1% plati $$ f\left( \sum_{i = 1}~m\li x_i \right) \leq \sum_{i = 1}"~m \Li f(x_i).
\tag{\T{2.2.3}} $$ Je-li navic funkce $f$ ostfe konvexni a $\| 1, \dots, \|_ m\in (0,1)$, pak rovnost
v $\tagEq{2.2.3}$ nastane pravé tehdy, kdyz $x_1 = \dots = x_ms$.



Prvni ¢ast Véty $\tagDe{2.2.5}$ Ize jisté podle Definice $\tagDe{2.2.1}$
nahradit ekvivalenci

44 Z Jensenovy nerovnosti $\tagEq{2.2.3}$ Ize odvodit napriklad AG nerovnost
$${x_1 + \dots + x_m \over m} \leq \sqgrtim]{x_1 \cdot \Idots \cdot x m}$$

Lokalizace minima konvexni funkce

Veéta $\D{2.2.6}$

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina a funkce $f: X \to \R$ konvexni. Potom nésledujici
tvrzeni jsou pravdiva

e Libovolné lokalni minimum funkce $f$ na $X$ je soucasné globalnim minimem.

e Mnozina bodd mnoziny $X$, v nichZ funkce $f$ nabyva svého minima na $X$, je
konvexni. Je-li funkce dokonce ostfe konvexni, pak je tato mnoZina nejvyse
jednoprvkova.

e Je-li funkce $f$ diferencovatelna na otevrené mnoziné $\mcal U \supseteq X$ a $x™*
\in X$ je jejim stacionarnim bodem, tj. $\grad f(x~* ) = 0%, pak $x~* $ je bodem
globalniho minima funkce $f$ na mnoziné $X$.

Z Véty $\tagDe{2.2.6}$ mimo jiné plyne, ze je-li $f: X \to \R$ (ostfe) konvexni a spojita funkce na
konvexni a kompaktni mnoziné $X \subseteq \R™"n$, pak $f$ mda na $X$ (pravé jedno) globalni
minumum.

Véta $\D{2.2.7}$ (Zakladni véta konvexniho programovani)

Mame-li konvexni funkci $f: X \to \R$ na polytopu $X := \conv \brackets{x_1, \dots, x_ m} \subseteq
\R™n$, pak je maximum funkce $f$ na $X$ dosazeno v nékterém z bodl $x_1, \dots, x_m$.

Obecnéji: je-li $X$ konvexni a kompaktni mnozina, pak maximum nastavé v extrémnim bodé
(tj. v takovém bodé, ktery neni netrivialni konvexni kombinaci dvou bod{ z $X$)

a4 Z Véty $\tagDe{2.2.7}$ plyne zakladni véta linearniho programovani:
Je-li funkce $f$ afinni (takovéa funkce je konvexni i konkdvni zéroven), pak
globalni maximum nastdvéa v nékterém z bodl $x_1, \dots, x_m$, tj. v
nékterém z "vrchol" polytopu.




Vlastnosti konvexnich funkci

Véta $\D{2.4.1}$ (Spojitost konvexni funkce)

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina a funkce $f: X \to \R$ je konvexni na $X$. Pak $f$
je spojita pro kazdé $x \in \ri X$.

Déle jesté zname nékolik podminek zarucujicich konvexnost funkce $f: \R \to \R$:

e ma-li $f$ viastni derivaci v otevieném intervalu $1$, pak $f$ je (ostre) konvexni na $1$
pravé tehdy, kdyz $f'$ je neklesajici (rostouci) na $1$.

e ma-li $f$ viastni derivaci v otevieném intervalu $I$, pak $f$ je (ostre) konvexni na $I$
prave tehdy, kdyz pro kazdé $x, x~*\in I$ plati
$$f(x) \geq™ {(>)} f(x™*) + f'(x™* )(x - x™*),$$ tj. graf funkce $f$ lezi nad tecnou
sestrojenou v libovolném bodé.

e ma-li $f$ vlastni druhou derivaci v otevifeném intervalu $1$, pak $f$ je konvexni na $I$
prave tehdy, kdyz funkce $f''(x) \geq 0% (je-li $f''(x) > 0% na $1$, pak ostre konvexni)

Tyto tvrzeni si nyni rozsifrme pro $f: \R”n \to \R$ pro silnou konvexnost s konstatnou $\th$ (volbou
$\th = 0% dostavame ostrou konvexnost)

Veéta $\D{2.4.2}$

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina a funkce $f$ diferencovatelnd na oteviené mnoziné
$\mcal U \supseteq X$. Pak $f$ je silné konvexni na $X$ s konstantou silné konvexnosti $\th \geq
0% pravé tehdy, kdyz pro kazdé $x, x~*\in X$ plati $$ f(x) \geq f(x~* ) + \scal {\grad f(x~* )} {x -
X~} + \th\norm{x - x~* }*2 \tag{\T{2.4.1}} $%

a4 Ve $\tagEq{2.4.1}$ vyraz $\scal {\grad f(x~*)} {x - x** }$ hraje Uulohu te¢né
nadroviny v bodé $x~* $ s normalovym vektorem $\grad f(x~* )$ (tecnym
jak na nadrovinu, tak na funkci $f$ v bodé $x"~* $)

Jesté jinymi slovy je z Véty $\tagDe{2.4.2}$ plyne, Ze nadrovina dana $\scal
{\grad f(x) - \grad f(x~*)} {x - x™* } \geq \th \norm{x - x~* }*2$ opérnou
nadrovinou pro $\epi f$

Dusledek $\D{2.4.5}%

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina splfiujici $\interior X \neq \emptyset$. Necht funkce
$f: X \to \R$ je dvakrat spojité diferencovatelna na otevrené mnoziné $\mcal U \supseteq X$ s
matici druhych derivaci $\hess f(x)$ (Hessova matice). Pak $f$ je silné konvexni na $X$ s
konstantou silné konvexnosti $\th \geq 0$ praveé tehdy, kdyz pro kazdé $x \in X$ a $h \in \R~n$



plati $$ \scal {\hess f(x)} h\geq 2 \th \norm{h}”~2 \tag{\T{2.4.3}}, $$ jinymi slovy $\hess f(x) \geq
2 \th I$ pro vSechna $x \in X$.

Z DUsledku $\tagDe{2.4.5}$ plynou nésledujici tfi implikace

e $\hess f(x) \geq 0% pro vsechna $x \in X \implies f$ je konvexni na $X$

e $\hess f(x) > 0% pro vsechna $x \in X \implies f$ je ostfe konvexni na $X$

e $\interior X \neq \emptyset$ a $f$ je konvexni na $X \implies \hess f(x) \geq 0$ pro
vSechna $x \in X$



Subgradient a subdiferencial
a Fenchelova transformace

$$ \xdef\scal#1#2{\langle #1, #2 \rangle} \xdef\norm# 1 {\left\IVert #1 \right\rVert}
\xdef\dist{\rho} \xdef\and{\&}\xdef\brackets#1 {\left\{ #1 \right\} } \xdef\parc#1#2{\frac {\partial
#1}{\partial #2}} \xdef\mtr#1{\begin{pmatrix}#1l\end{pmatrix}}
\xdef\bm#1{\boldsymbol{#1}} \xdef\mcal#1{\mathcal{#1}}
\xdef\vv#1{\mathbf{#1}}\xdef\vwvp#1{\pmb{#1}} \xdef\ve{\varepsilon} \xdef\l{\lambda}
\xdef\th{\vartheta} \xdef\a{\alpha} \xdef\tagged#1{(\text{#1})} \xdef\tagged*#1{\text{#1}}
\xdef\tagEqHere#1#2{\href{#2\#eq-#1} {(\text{#1})}} \xdef\tagDeHere#1#2 {\href{#2\#de-
#1}{\text{#1}}} \xdef\tagEq#1 {\href{\#eq-#1}{(\text{#1})}} \xdef\tagDe#1{\href{\#de-
#1}{\text{#13}}} \xdef\T#1{\htmlld{eq-#1}{#1}} \xdef\D#1{\htmlld{de-#1}{\vw{#1}}}
\xdef\conv#1{\mathrm{conv}\, #1} \xdef\cone#1{\mathrm{cone}\, #1}
\xdef\aff#1{\mathrm{aff}\, #1} \xdef\lin#1{\mathrm{Lin}\, #1} \xdef\span#1{\mathrm{span}\,
#1} \xdef\O{\mathcal O} \xdef\ri#1{\mathrm{ri}\, #1} \xdef\rd#1{\mathrm{r}\partial\, #1}
\xdef\interior#1 {\mathrm{int}\, #1} \xdef\proj{\Pi} \xdef\epi#1l{\mathrm{epi}\, #1}
\xdef\grad#1{\mathrm{grad}\, #1} \xdef\hess#1{\nabla~2\, #1} \xdef\subdif#1{\partial #1}
\xdef\co#1{\mathrm{co}\, #1} $%

Subgradient a subdiferencial

Definice $\D{2.5.1}$ (Subgradient a subdiferencial)

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina. Vektor $a \in \R™"n$ se nazyva subgradient
funkce $f: X \to \R$ v bodé $x"~*\in X$, jestlize $$ f(x) - f(x~* ) \geq \scal a {x - x** }
\tag{\T{2.5.1}} $$ pro kazdé $x \in X$. Mnozina vSech subgradientt funkce $f$ v bodé $x"~* $ se
nazyva subdiferencial funkce $f$ v bodé $x"* $ a znadi se $\subdif f(x~* )$. Funkce $f$ se
nazyva subdiferencovatelna v bodé $x"* $, jestlize $\subdif f(x~* ) \neq \emptyset$.

44 Jisté plati podle Véty $\tagDeHere{2.4.2}{./konvexni-funkce}$ i $\grad f(x~*)
\in \subdif f(x~*)$

Specialné, je-li $f:X \subseteq \R \to \R$ konvexni a $x™*\in \ri X$, pak podle Véty
$\tagDeHere{2.4.7}{./konvexni-funkce}$ existuji jednostranné derivace $f'_+(x~*), f'_ -(x"*)$,
pricemz plati $f'_-(x"~*)\leq f'_ +(x"~*)$. V tomto pripadé pak mame $$ \subdif f(x~* ) = [f' -(x™*
), ' +(x™*)] $%



Veéta $\D{2.5.4}$

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina a $f: X \to \R$

e Je-li funkce $f$ konvexni a $x”*\in \ri X$, pak $\subdif f(x~* )$ je neprazdna,
uzavrena a konvexni mnozina
e Je-li $\subdif f(x)$ neprazdna pro kazdé $x \in X$, pak $f$ je konvexni na $X$

Fenchelova transformace

Fenchelova transformace je transformace, ktera k funkci $f: X \subseteq \R™n \to \R$ pfriradi
konvexni funkci $f~* : \R~n \to \R$. Této pridruzené funkci $f~* $ se v reci
optimalizace/matematického programovani fika dudlni tloha (viz Definice
$\tagDeHere{4.3.3}{./dualni-uloha}$).

Definice $\D{2.6.1}$ (Fenchelova transformace)

Necht $f: \R™n \to \R$. Funkce $$ f~* (y) :=\sup_{x \in \R"n} [\scal x y - f(x)] $$ se nazyva
Fenchelova transformace funkce $f$ (nebo také (konvexné) konjugovanou funkci funkce
$f$).

44 Jisté $f: \R™n \to \R \cup \set{\infty}$ a proto definujeme jesté efektivni
defini¢ni obor $D™* (f) = \set{x \in D(f) \mid f(x) < \infty}$

Lemma $\D{2.6.3}%

Necht je ddna funkce $f: X \subseteq \R"n \to \R$ a $f~* $ je jeji Fenchelova transformace. Pak
nasledujici tvrzeni jsou pravdiva:

e Funkce $f~* $ je konvexni na mnoziné $Y := \set{y \in \R”n \mid f~* (y) < \infty}$

e Pro kazdé $x \in X$ a $y \in \R™"n$ plati tzv. Fenchelova(-Youngova) nerovnost
$$f(x) + f~* (y) \geq \scal x y$$ pricemz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz $y \in
\subdif f(x)$.

o Je-li $f(x) \geq g(x)$ na $X$, pak $f~* (y) \leq g™* (y)$ pro vsechna $y \in \R"n$.

Veéta $\D{2.6.6}$ (Fenchel & Moreau)

Necht $X \subseteq \R™n$ je konvexni mnozina a funkce $f: X \to \R$ konvexni na $X$. Pak v
kazdém bodé spojitosti funkce $f$ plati tzv. Fenchelova rovnost $$ f~{** } = f $$



Jinak rec¢eno, druha Fenchelova transformace ke konvexni funkci je s touto
funkci totozna, tj. $f~ {**} \equiv f$ pro $f$ konvexni. Navic jelikoz $f~* $ je
vzdy konvexni, tak dostavame, Ze pocitat tfeti Fenchelovu transformaci $f~ {* *
* }$ nema smysl, protoze bude totozna s prvni Fenchelovou transformaci $f~* $

Definice $\D{2.6.7}$ (Obalka funkce)

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina a $f: X \to \R$. Potom funkce $$ g(x) := \sup
\set{h(x) \mid h \text{ je konvexni a } h(x) \leq f(x) \; \forall x \in X} $$ se nazyvd konvexni
obalka (obal) funkce $f$ a znaci se $\co f$.

44 Jinak receno, $\co f$ je nejvétsi konvexni funkce, ktera je majorizovana funkci

$f$

Jisté plati $D(\co f) = \conv (D (f))$, z ¢ehoZ plyne $\conv (\epi f) \subseteq \epi (\co f)$

coff) = ||

Zde $\conv (\epi f) = \epi {|x|} \setminus \set{0}$, ale $0 \in \epi (\co f)$

Veéta $\D{2.6.9}$

Necht $X \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina a $f: X \to \R$. Potom pro kazdé $x \in \ri X$ plati
$$ \co f(x) = f~{** }(x) $%



Numerické metody v R

$$ \xdef\scal#1#2{\langle #1, #2 \rangle} \xdef\norm#1 {\left\IVert #1 \right\rVert}
\xdef\dist{\rho} \xdefland {\&}\xdef\brackets#1{\left\{ #1 \right\} } \xdef\parc#1#2{\frac {\partial
#1} {\partial #2}} \xdef\mtr#1{\begin{pmatrix}#1l\end{pmatrix}}
\xdef\bm#1{\boldsymbol{#1}} \xdef\mcal#1{\mathcal{#1}}
\xdeflvv#1{\mathbf{#1}}\xdef\vwp#1{\pmb{#1}} \xdef\ve{\varepsilon} \xdef\l{\lambda}
\xdefi\th{\vartheta} \xdef\a{\alpha} \xdef\tagged#1{(\text{#1})} \xdef\tagged*#1{\text{#1}}
\xdef\tageqHere#1#2{\href{#2\#eq-#1}{(\text{#1})}} \xdef\tagDeHere#1#2 {\href{#2\#de-
#1}{\text{#1}}} \xdef\tagEq#1{\href{\#eq-#1}{(\text{#1})}} \xdef\tagDe#1{\href{\#de-
#1}{\text{#1}}} \xdeA\T#1{\htmlld{eq-#1}{#1}} \xdef\D#1{\htmlld{de-#1}{\vw{#1}}}
\xdef\conv#1{\mathrm{conv}\, #1} \xdef\cone#1{\mathrm{cone}\, #1}
\xdef\aff#1{\mathrm{aff}\, #1} \xdef\lin#1{\mathrm{Lin}\, #1} \xdef\span#1{\mathrm{span}\,
#1} \xdef\O{\mathcal O} \xdef\ri#1{\mathrm{ri}\, #1} \xdef\rd#1{\mathrm{r}\partial\, #1}
\xdef\interior#1 {\mathrm{int}\, #1} \xdef\proj{\Pi} \xdef\epi#1{\mathrm{epi}\, #1}
\xdef\grad#1{\mathrm{grad}\, #1} \xdef\hess#1{\nabla"2\, #1} \xdef\subdif#1{\partial #1}
\xdef\co#1{\mathrm{co}\, #1} $$

Rychlost konvergence

Definice $\D{3.1}%

Necht jsou dany 2 posloupnosti $\brackets{e_k} {k = 0}"\infty$ a $\brackets{h_k} {k =

0} ™M\infty$ takové, Zze $$ e_k\in [0, \infty), \quad e_k \to 0 \quad \and \quad h_k\in [0, \infty), \quad
h_k\to 0. $$ Rekneme, Ze posloupnost $\brackets{e k}$ konverguje rychleji (pomaleji) nez
$\brackets{h k}$, pokud existuje index $\tilde k \in \N_0%$ takovy, ze $$ e k\leq_{(\geq)} h_k
\quad \forall k\in [\tilde k, \infty) \cap \N_O $$

Definice $\D{3.2}$ (Rychlost konvergence)

Necht je ddna posloupnost $\brackets{e k} {k = 0}™\infty$ spliujici $e_k\in [0, \infty)$ a $e k
\to 0$. Rekneme, Ze posloupnost $\brackets{e k}$ konverguje

e alespon linearné s rychlosti $\beta \in (0,1)$, pokud konverguje rychleji nez
geometricka posloupnost se Cleny tvaru $qg \bar \beta”k$, kde $q > 0$ a $\bar \beta \in
(\beta, 1)$.

o ¢im vétsi $\bar \beta$, tim pomaleji jde tato geometricka posloupnost k nule - tj.
konverguje rychleji nez geometrickd posloupnost s $\bar \beta$ vétsi nez $\beta$

e nejvyse linearné s rychlosti $\beta \in (0,1)$, pokud konverguje pomaleji nez
geometricka posloupnost se Cleny tvaru $qg \bar \beta”k$, kde $q > 0$ a $\bar \beta \in
(0, \beta)$.



e linearné s rychlosti $\beta \in (0,1)$, pokud konverguje nejvyse a soucasné alespon
linearné s rychlosti $\beta$.

e superlinearné (sublinearné), pokud konverguje rycheji (pomaleji) nez libovolna
geometrickd posloupnost se ¢leny tvaru $q \beta”~k$, kde $q > 0$ a $\beta \in (0,1)%.

Definice $\D{3.4}$

Necht je ddna posloupnost $\brackets{e k} {k = 0}™\infty$ spliujici $e_k\in [0, \infty)$ a $e k
\to 0%, pficemz $\brackets{e_k}$ konverguje superlinearné. Rekneme, Ze posloupnost
$\brackets{e k}$ konverguje

e alespon superlinearné s radem $p > 1$, pokud konverguje rychleji nez vsechny
posloupnosti se ¢leny tvaru $q \beta”™ {\bar p~k}$, kde $q > 0% a $\beta \in (0,1)$ a $\bar
p\in (1, p)$

o Cim vétsi $\bar p$, tim rychleji posloupnost $q \beta”™ {\bar p~k}$ konverguje - tj.
$\brackets{e_k}$ konverguje rychleji nez vSechny posloupnosti s mensim $p$

e nejvyse superlinearné s radem $p > 1$, pokud konverguje pomaleji nez vSechny
posloupnosti se ¢leny tvaru $q \beta”™ {\bar p~k}$, kde $q > 0% a $\beta \in (0,1)$ a $\bar
p\in (p, \infty)$

e superlinearné s radem $p > 1$, pokud konverguje nejvysSe a souCasné alespon
superlinearné s radem $p$.

e superlinearné s radem $p = 1$, pokud konverguje pomaleji nez vSechny posloupnosti
se Cleny tvaru $q \beta”™ {\bar p~k}$, kde $q > 0% a $\beta \in (0,1)$ a $\bar p \in (1,
\infty)$

Metody

Definice $\D{3.1.1}$% (Unimodalni funkce)

Necht je dan interval $1 \subset \R$ a funkce $f: | \to \R$. Rekneme, Ze $f$ je unimodalni na $!$,
jestlize existuje $x~*\in 1$ takové, ze

e $f(x_1) > f(x_2)$ pro libovolna $x_1, x_2\in I$ spliujici $x~* > x_ 1 > x_2$

e $f(x_1) < f(x_2)$ pro libovolna $x_1, x_2 \in 1$ spliujici $x™* < x_1 < x_2%

Jinymi slovy, unimodalni funkce je klesajici na $(-\infty, x~* ) \cap I$ (tj. nalevo od $x"* $) a
rostouci na $I \cap (x™*, \infty)$ (tj. napravo od $x"~* $).

44 Unimodalita neimplikuje konvexnost (ani se spojitosti), pouze
kvazikonvexnost



Naopak, konvexni funkce nemusi nutné byt unimodaini (ale ostra konvexnost
$\implies$ unimodalita)

44 Konvexni funkce nemusi byt napr. jen rostouci, ale i
neklesajici

V této c¢asti budeme resit Ulohu $$ f(x) \to \min, \qquad x\in | := [a,b] \tag{\T{3.1.1}} $$
Lemma $\D{3.1.2}%
Necht $f: | \to \R$ je unimodalni na $1$ a $x_1, x 2 \in I$ jsou takové, Ze $x_1 < x_25.

e Je-li $f(x_1) \leq f(x_2)$, pak $x"*\leq x_2$

e Je-li $f(x_1) \geq f(x_2)$, pak $x~*\geq x_1%

Upozornéni:
Déle uvazujme POUZE UNIMODALNI funkce.

Navic necht $N$ znaci povoleny pocet vycisleni a presnost téchto metod je dano jako $|\bar x -
X"~* |$, kde $x°* $ je presné reSeni Ulohy $\tageq{3.1.1}$ a $\bar x$ jeho nalezena aproximace.

Metoda prostého déleni

44 Tato metoda neni efektivni a je to de facto hruba sila

Podle parity $N$ urcime délici body intervalu $1$.

$N$ licheé $N$ sudé

$$x_i:=a+ {b-al\overN + 1} i, \quad i=1, \dots, N = 2k $$x_{2i} :=a + {b-aloverk + 1} i\quad \and \quad
-1%% x_{2i-1} :=x_{2i} -\delta, \i = 1, \dots, k := N/2,$$

7z V7

kde $\delta$ je vhodné malé Cislo.

Poté vycislime $f(x_1), \dots, f(x N)$ (coz v pripadé $N$ sudého a $\delta \in \set{0, {b-a \over k+
1}}$ znamena pouze $k$ vycisleni) a necht v $x_j$ nastavad nejmensi hodnota, tj. $$ f(x_j) =
\min_{1 \leqi\leq N} f(x_i) $$ Pak z Lemma $\tagDe{3.1.2}$ plyne, ze $x~*\in [x_{j-1},
x_{j+1}]$ a tento interval nazveme interval lokalizace minima (ILM) a za aproximaci $x™* $
vezmeme stred ILM, tj. $\bar x := {x_{j-1} + x_{j+1} \over 2}$



Pro délku $1_N$ intervalu lokalizace minima plati $$ | N :=\max_{1\leqi\leqg N} (x_{i+1} - x_{i-
1}) = \begin{cases} 2 {b-a\over N+1}, & N =2k -1\ {b-a\over (N/2) + 1} + \delta, & N = 2k
\end{cases} $$%

44 Pro $N$ sudé je posledni interval delSi, proto dostavame takovy tvar $I_N$

44 Presnost této metody je dana polovinou ILM, tj. ${l N \over 2}$

Rychlost konvergence této metody je sublinearni, navic je tento algoritmus pasivni, tj. volba
$x_{m+1}$ nezdlezi na $x_1, \dots, x_ m$ (zavisi pouze na $N$, Ci na $N$ a $\delta$).

44 Pri rovnosti funkcnich hodnot preferujeme konec (teoreticky by to mélo byt
jedno)

Metoda puleni intervalu

Necht nyni $N = 2k$. Polozme $a 0 = a$, $b 0 = b$ a $$ x_i~-:= {a_{i-1} + b_{i-1} \over 2} -
\delta \quad \and \quad x_i~+ := {a_{i-1}+b_{i-1} \over 2} + \delta, $$ kde $\delta > 0% je
dostatecné malé a $i = 1, \dots, k$. Vycislime funkci v $x_i™-, x_i~+$, tj. dostaneme $f(x_i"™-),
f(x_i~+)$. Pak

e jestlize $f(x_i™-) < f(x_i~+)$, pak podle Lemma $\tagDe{3.1.2}$ je ILM $[a_{i-1},
x_i~+]\impliesa_i = a_{i-1}, b_i = x_i~+$

e jestlize $f(x_i™-) > f(x_i~+)$, pak podle Lemma $\tagDe{3.1.2}$ je ILM $[x_i~-, b _{i-1}]
\impliesa_ i=x_i"-, b i=Db {i-1}$

Takto mUzeme tento proces opakovat ($k$-krat, jelikoz mdme $N = 2k$ povolenych vycisleni), kdy
za $a,b$ volime krajni body ILM pro kazdy krok. Zrejmé, jako aproximaci $x~* $ v $k$-tém kroku
bereme stred ILM pro $k$-ty krok.

Délka ILM je v tomto pfipadé $$ | k = {b - a\over 2"k} + {(27k - 1)\delta \over 2"~ {k-1}}, $$
pricemz $\delta \in [0, {b-a\over 2}1$ a navic pro $k \to \infty$ je $I_k \to 2\delta$.

44 Z tohoto vyplyva, ze ¢im mensi $\delta$, tim je metoda presnéjsi. Nicméné ve
skutec¢nosti se mizeme dostat k zaokrouhlovacim chybam, které dokonce
mohou zpUsobit, Ze Spatné urc¢ime velikosti $f(x_i7~-), f(x_i~+)$ (tim padem
bychom rekli, ze $x~* $ je v opacném intervalu, nez je ve skutecnosti)




Tato metoda konverguje linedrné s rychlosti $1/2%.

44 Pri rovnosti funkénich hodnot zapominame konec (teoreticky by to mélo byt
jedno)

Metoda zlatého rezu

Myslenka metody zlatého rezu "vylepsuje" metodu plleni intervalu tak, ze kazdéa dalsi iterace
umoznuje pouze jedno dalsi vycisleni.

44 Zde $\tau$ je reSeni rovnice $\tau™2 - \tau - 1 = 0%, tj. a $\frac 1 \tau \approx
0.618%

Méjme funkci $f$, interval $[a,b]$, presnost $\ve$ nebo pocet vycisleni $N \geq 2$:

1. (Inicializace) Polozime $a 0 :=a, b 0 := b$ a $k := 1$. Vypocteme
$$\l 1:=a 0+ {b 0-a O0\over\tau™~2} \quad\and\quad\mu 1:=a 0+ {b 0-a 0
\over \tau}$$
2. Je-li $k = N$, pokracujeme ¢asti 5., jinak nasleduje krok 3.
3. Vycislime $f(\l_k)$ a $f(\mu_k)$. Jestlize $f(\l_k) \geq f(\mu_k)$:
1. Polozime $a k:=\l k,b k=b_{k-1},\I {k+1} :=\mu_k$ a
$$F(\|_{k+1}) := f(\mu_k), \quad \mu_{k+1} :=a k+ {b k-a k\over\tau}$$ a
pokracujeme na krok 4.
2. Polozime $a_k := a_{k-1}, b_k :=\mu_k, \mu_{k+1} :=\l_k$ a
$$f(\mu_{k+1}) := f(\l_k), \quad \l_{k+1} :=a_k + {b_k-a_k\over\tau~2}$$ a
pokracujeme na krok 4.
4. Polozime $k := k+1$ a pokracujeme krokem 2.
5. Stanovime posledni ILM jako $[a_{k-1}, b_{k-1}]$ a vypoCteme $\bar x := {a_{k-1} +
b {k-1} \over 2}$. KONEC

Tato metoda konverguje linedrné s rychlosti $\frac 1 \tau \approx 0.618$%

44 Toto neznamena, Ze by na stejny pocet vycisleni byla tato metoda horsi nez

metoda puleni intervalu




Prabéh MZR s v(chozim intervalem I = [ag, bo] s délkou £y := by — ay.

i vzdalenost od ai_1 (bi_1) lélka LM
| o délka
(1+ 1 vycisleni) Ai (1) i (Ad)
1 lo/T? lo/T bo/7
2 lo/ T lo/ 7> bo/7°
N —1 lo/ TN Lo /TN bo/T™"!

Fibonacciho metoda

V této posledni metodé uvazujme, Ze zkraceni $\delta$ mize byt jiné v kazdé kroku metody.

44 Necht $F_n$ je $n$-té Fibonacciho ¢islo

Mame povoleno $N$ vycisleni, takze $M =N-1$a $$\li=a {i-1} + {F {N-i-1} \overF {N-i
+ 13} 1 {i-1} =b {i-1} - {F {N-1}\over F_ {N-1+i}} 1 {i-1} $$ $$ \mu_i = a_{i-1} + {F_{N -
1}\over F {N-1+i}}1 {i-1} =b {i-1}-{F {N-i-1}\overF {N-i+ 1}}1 {i-1} $%


https://bookstack.zapadlo.name/uploads/images/gallery/2023-01/image-1672866479411.png

Pribéh FM s vijchozim intervalem I = [ay, bo] s délkou €y := by — ay.

i vzdalenost od a;_; (bi_1)

(i + 1 vycislend) délka ILM
Ai () Hi (Aq)

1 FN 2 0, FN—1 l FN—1 0

2 F;JN—3 lo F';'—N—Z lo F$N2 lo

i PR | R et

N -2 % Lo % Lo % N

N—-1&56>0 FLQO *EO—I—S *ﬁonebo F]NEoJrS
N—1&58<0 %ﬁo—ké %eo %ﬁonebo%f!o-l-lél

Tato metoda konverguje linearné s rychlosti $\frac 1 \tau \approx 0.618$, tj. stejné jako metoda
zlatého rezu

44 Fibonacciho metoda je (mirné) presnéjsi, nez metoda zlatého rezu (ktera lze
vnimat jako limitni varianta Fibonacciho metody). Nicméné u Fibonacciho

metody je pfi zméné $N$ potreba vSechny body prepocitat, coz u metody
zlatého fezu neni.
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Numerické metody v R™n

$$ \xdef\scal#1#2{\langle #1, #2 \rangle} \xdef\norm#1 {\left\IVert #1 \right\rVert}
\xdef\dist{\rho} \xdefland {\&}\xdef\brackets#1{\left\{ #1 \right\} } \xdef\parc#1#2{\frac {\partial
#1} {\partial #2}} \xdef\mtr#1{\begin{pmatrix}#1l\end{pmatrix}}
\xdef\bm#1{\boldsymbol{#1}} \xdef\mcal#1{\mathcal{#1}}
\xdeflvv#1{\mathbf{#1}}\xdef\vwp#1{\pmb{#1}} \xdef\ve{\varepsilon} \xdef\l{\lambda}
\xdef\th{\vartheta} \xdef\a{\alpha} \xdef\vf{\varphi} \xdef\Tagged#1{(\text{#1})}
\xdef\tagged*#1{\text{#1}} \xdef\tagEqHere#1#2 {\href{#2\#eq-#1}{(\text{#1})}}
\xdef\tagDeHere#1#2 {\href{#2\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\tagEq#1{\href{\#eqg-
#1}{(\text{#1})}} \xdef\tagDe#1{\href{\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\T#1 {\htmlld{eqg-
#1}{#1}} \xdeAD#1{\htmlld{de-#1} {\vv{#1}}} \xdef\conv#1{\mathrm{conv}\, #1}
\xdef\cone#1{\mathrm{cone}\, #1} \xdef\aff#1{\mathrm{aff}\, #1} \xdef\lin#1{\mathrm{Lin}\,
#1} \xdef\span#1{\mathrm{span}\, #1} \xdef\O{\mathcal O} \xdef\ri#1{\mathrm{ri}\, #1}
\xdef\rd#1{\mathrm{r}\partial\, #1} \xdef\interior#1{\mathrm<{int}\, #1} \xdef\proj{\Pi}
\xdef\epi#1l{\mathrm{epi}\, #1} \xdef\grad#1{\mathrm{grad}\, #1}
\xdef\gradT#1{\mathrm{grad}~T #1} \xdef\gradx#1{\mathrm{grad} x #1}
\xdef\hess#1{\nabla”2\, #1} \xdef\hessx#1{\nabla™2 x #1} \xdef\jacobx#1{D x #1}
\xdef\jacob#1{D #1} \xdef\subdif#1{\partial #1} \xdef\co#1{\mathrm{co}\, #1}
\xdef\iter#1{ "~ {[#1]}} \xdef\str{~*} \xdef\spv{\mcal V} \xdef\civ{\mcal U}
\xdef\knvxProg{\tageqHere{4.1} {./nutne-a-postacujici-podminky-optimality} \, \and \,
\tageqHere{4.2} {nutne-a-postacujici-podminky-optimality}} $$

Budeme se vénovat Uulohdm (presnéji numerickym metodam jejich reSeni) typu $$ f(x) \to \min,
\quad x \in \R™n, \tag{\T{3.2.1}} $$ kde $f:\R™n \to \R$ je (jednou/dvakrat/tfikrat) spojité
diferencovatelna funkce. Obecné jsou metody numerické optimalizace zalozeny na
minimalizac¢ni posloupnosti $\brackets{x~ {[k]}}$ definované jako $$ x~{[k+1]} = x~{[k]} +
\a_k h_k, $$ kde $\a_k\in \R$ se nazyva délka $k$-tého kroku a vektor $h_k \in \R"n$ je smér
$k$-tého vektoru.

44 Budeme uvazovat tzv. presnou minimalizaci, kdy dil¢i minimalizace feSime
presné (nikoliv numerickymi metodami)

44 VSechny nasledujici metody jsou spadové

Metoda nejvéetsiho spadu



U této metody volime $$ h_k = - \grad f(x~{[k]}), $$ pricemz délku kroku volime pfesnym
resenim Ulohy $3$ f(x~{[k+1]}) = f(x~{[k]} - \a_k \grad f(x~{[k]})) = \min_{\a \geq 0} f(x™{[k]} -
\a \cdot \grad f(x"~ {[k]})) $$ Déle bude platit, Ze vektory uréené body $x~{[k+1]}, x~{[k]}$ a
$x~{[k+2]}, x~{[k+1]1}$ jsou na sebe ortogonalni. Z tohoto dostavame, Ze pro dany smér
hleddme nejblizsi vrstevnici, kterd bude te¢na k tomuto vektoru.

Tato metoda je prvniho radu (staci nam pouze gradient).
44 V nékterych pripadech dochazi k tzv. "cik-cak" efektu (klikaténi), kdy se

minimalizujici posloupnost dostava k optimu velmi pomalu. Toto se déje
napfiklad u Rosenbrockovy (bananové) funkce (jedna z testovacich funkci)

Kvadratické funkce

Necht $f$ je kvadraticka funkce tvaru $$ f(x) = \frac 1 2 \scal {Qx} x - x~T b \tag{\T{3.2.2}}, $%
kde $Q = QT > 0% je symetricka $n \times n$ matice a $b \in \R™"n$. Takova funkce $f$ je ostre
(i silné) konvexni. Z pozitivni definitnosti $Q$ dostdvame, Ze vlastni ¢isla matice $Q$ jsou kladné a
mdzeme je usporadat nasledovné $$ 0 < \I_1\leq \I_2 \leq \dots \leq \|_n $$ Diky tomu mizeme
Glohu $\tagEq{3.2.1}$ vyresit "primo" jako $x~* = Q™ {-1} b$, nicméné pocitani inverze mize byt
velice narocné (vypocetné).

V tomto pripadé je gradient $g$ funkce $f$ dan jako $$ g(x) := \grad f(x) = Qx - b, $$ tedy v
jednotlivych iteracich dostavame $g_k := Qx™~{[k]} - b$ a $\a_k$ mdlzeme urcit jako $$ \a k =
{g k~T g k\over g k~T Qg _k}\in[1IAlLn, 1Nl _1] $$

Nyni se zamérime na konvergenci metody, kterou mizeme zkoumat pomoci $$ E(x) := f(x) - f(x~*)
=\fracl2 (x-x"*)"TQ(x-x"*)$$

Lemma $\D{3.2.1}$ (Konvergence metody nejvétsiho spadu)

Plati $$ E(x™{[k+1]}) = \left(1 - {(g_k~T g_k)"~2 \over (g_k~T Q g_k)(g_k~T Q~{-1} g_k)} \right)
E(x™{lkl}) $$

Z Lemmatu $\tagDe{3.1.2}$ okamzité plyne, ze pokud pro néjaké $k \in \N$ nastane $$ 1 =
{(g k~Tg k)~2\over (g k"TQ g k)(g k~TQ"{-1} g k)}, \tag{\T{3.2.1-a}} $$ tak v $k+1%
metoda nejvétSiho spadu nalezne reseni presné. V opacném pripadé je metoda nekonecné-
krokova.

Rovnost $\tagEq{3.2.1-a}$ nastane v pripadé, ze $g_k$ je vlastnim vektorem matice $Q$, jinak
reCeno gradient musi mifit do stredu elipsy (elipsoidu).

V pripadé, ze $\| 1 = \dots = \l_n$ je konvergence superlinearni. Naopak pokud $\I_1 = \dots =
\l_{n-1} \neqg \l_n$, tak mUze byt konvergence velice pomala. Ve skutecnosti jesté rychlost



konvergence zavisi na pocatecnim $x~{[0]}$

Nekvadratické funkce

V pripadé nekvadratické funkce je metoda nejvétsSiho spadu schopna nalézt pouze stacionarni
body.

Lemma $\D{3.2.2iii}$ (Lokalni konvergence)

Necht $f: \R~n \to \R$ je spojité diferencovatelna. Jestlize bod $x”~{[0]} \in \R™n$ je takovy, Zze
mnozina $$ \set{x \in \R™~n \mid f(x) \leq f(x~{[0]})} $$ je ohrani¢ena, pak posloupnost
$\brackets{x"~{[k]}}$ generovana metodou nejvétSiho spadu konverguje k bodu $x"* $, kde
$\grad f(x~*) = 0%.

Pokud konverguje $\brackets{x” {[k]}}$ k bodu $x"~* $ a funkce $f$ je dvakrat spojité
diferencovatelna na okoli $x7* $ a plati $$ al \leq \hess f(x™~* ) \leq Al, $$ kde $a, A > 0% (tedy $f$
je v okoli $x~* ¢ silné konvexni), pak metoda konverguje (alespon) s rychlosti $\left(A - a \over A
+ a\right)"~2$

44 Tedy i pro nekvadratické funkce hraje velkou roli podminénost matice $\hess
f(x~*)$

44 Metoda nejvétsiho spadu se nejcastéji vyuziva v jinych metodach jako pomocné,
kdyz ony metody samotné v tu chvili neposkytuji dostatecné zlepsSeni

Celkem mUzeme metodu nejvétsiho spadu shrnout:

e globalni konvergence (pro nekvadratické metody za dalSich predpokladd)
e pomala konvergence

o mnohdy numericky ani hekonverguje
e je zakladem pro dalsi (lepsi) metody

Newtonova metoda

Hlavni myslenkou Newtonovy metody je, ze v $(k+1)$-kroku, kde $k \in \N_0$, funkci $f$
aproximujeme Taylorovym polynomem druhého radu se stfedem v bodé $x" {[k]}$ a jako
$x”~{[k+1]}$ volime bod, ve kterém tento polynom nabyva svého minima.



Jinak re¢eno misto te¢né nadroviny k funkci konstruujeme te¢nou $n$-
rozmérnou parabolu

Tedy misto funkce $f$ uvazujeme v $k$-tém kroku $$ T _k(x) := f(x~{[k]}) + \grad f(x~{[k]}) (x -
X~ {[k]}) + \frac 1 2 (x - x™{[k]}) "~ T \hess f(x™~ {[k]}) (x - x~{[k]}) \approx f(x) $$

Jelikoz hledame reSeni $T_k(x) \to \min$, tak vyraz vyse prvni zderivujme, z cehoz dostaneme $$
\grad T_k(x) = \grad f(x™~{[k]}) + \hess f(x~{[k]}) (x - x~{[k]}), $$ coz v pripadé regularni matice
$\hess f(x~{[k]})$ vede na $$ x~{[k+1]} = x~{[k]} - (\hess f(x~{[k]}))"~{-1} \grad f(x"~{[k]}) $$

44 Pro $\hess f(x) > 0% je funkce konvexni a nalezneme minimum

Nicméné je dllezité podotknout, Ze vypocet $(\hess f(x~ {[k]}))"~{-1}$ je velmi vypocetné
ndarocny. Avsak v pripadé kvadratické funkce Newtonova metoda nalezne reSeni v jednom
kroku, tedy jeji rychlost konvergence je superlinedrni s rddem $\infty$.

Regularita matice $\hess f(x"~{[k]})$ je velmi dllezitd pro konvergenci, viz nasledujici véta.

Véta $\D{3.2.5}%

Necht $f \in C~3$ v okoli bodu $x"*\in \R"n$, ktery je nedegenerovanym minimem, tj. $\grad
f(x~*) = 0% a $\hess f(x~* ) > 0%. Potom pro $x"~{[0]} \in \R"n$ dostatecné blizko $x"~* $
konverguje $\brackets{x” {[k]}}$ generovand Newtonovou metodou k bodu $x"* $
superlinearné s radem (alespon) $p = 2% (tj. kvadraticky).

44 Zde urcit, co znamenad "dostatecné blizko $x"* $" je obtizné

Celkem mUzeme Newtonovu metodu shrnout jako:

e velmi rychla konvergence
e nutnost dostatecné blizké pocatecni aproximace
e velmi velka vypocetni naro¢nost pri velkém $n$ (poctu dimenzi)

Metoda sdruzenych gradient(

Uvazujme situaci v Uloze $\tagEq{3.2.1}$, kdy méme funkci $$ f(x) = \frac 1 2 x~TQ x - b~T x
\tag{\T{MSG}}, $$ kde $Q = Q" T\in \R™{n \times n}, Q > 0% je symetricka matice a $b \in \R™n$.

Pak nalezeni Ulohy $\tagEq{3.2.1} \; \and \; \tageq{MSG}$ je ekvivalentni s Fesenim ulohy $$ Qx =
b \tag{\T{MSGa}}, $$ kterou umime resit napriklad Gaussovou eliminaci.



Metoda sdruzenych gradientl je v pripadé $Q > 0$ primou metodou, kterad dojde k reseni
$\tageq{MSGa}$ po $n$ krocich. Nicméné tento fakt Ize brat také jako, ze je to itera¢ni metoda s
velmi rychlou konvergenci v pripadé pozitivné definitni matice.

Definice $\D{3.2.7}$ ($Q$-sdruzené vektory)

Necht $Q = Q”~T\in \R™{n \times n}$ je pozitivné definitni. Vektory $h_1, h 2 \in \R"n \setminus
\set{0}$ se nazyvaji $Q$-sdruzené (nebo také $Q$-ortogonadlni), jestlize $$ \scal {Qh_1} {h 2}
=h 1T Qh_ 2 =0 $$ Systém vektorl $\set{h_0, \dots, h_{m-1}}$ v $\R"~n \setminus \set{0}$
pro $m\in \set{2, \dots, n}$ se nazyva $Q$-sdruzeny, jestlize $$ \scal {Q h_i} {h_j} = 0 \text{
pro } i\neqj $$

Veéta $\D{3.2.8}$%

Necht systém vektord $\set{h 0, \dots, h_{m-1}}$ v $\R"n \setminus \set{0}$ s $m \in \set{2,
\dots, n}$ je $Q$-sdruzeny. Potom jsou tyto vektory linearné nezavislé.

Veéta $\D{3.2.9}$%

Necht $m \in \set{2, \dots, n}$ a méjme systém $Q$-sdruzenych vektort $\set{h_0, \dots, h_{m-
1}3}$ v $\R"n$. Necht $x \iter 0% je dano a body $x \iter 1, \dots, x \iter m$ jsou dany jako $$ x
\iter {k+1} = x\iter k + \a_k h_k = x\iter 0 + \sum_{i = 0}~k \a_i h_i, \quad k \in \set{0, \dots, m-
1}, \tag{\T{3.2.8}} $$ kde $\a_k$ jsou volena tak, ze $f(x \iter k + \a_k h_k) = \min_{\a \in \R} f(x
\iter k +\a h_k)$ pro $k\in \set{0, \dots, m-1}$ (tj. jsou volena presnou minimalizaci). Pak pro
kvadratickou funkci $f$ definovanou v $\tageq{MSG}$ plati $$ f(x \iter m) = \min_{x \in X_m} f(x),
$$ kde $X_m :=\lin \set{h 0, \dots, h_ {m-1}}$ (viz Definice $\tagDeHere{2.1.6} {./konvexni-
mnoziny}$ - linedrni obal). Zejména pro $m = n$ dostavame $$ f(x \iter n) = \min_{x \in \R"n}
f(x), $$ tj. $x \iter n$ je feSenim Ulohy $\tagEq{3.2.1} \; \and \; \tagEq{MSG}$.

44 Nalezeni $Q$-sdruzenych vektor( Ize provést zobecnénym Gramm-
Schmidtovym ortogonaliza¢nim procesem (ten je uveden v Lin. Alg. ve
specialnim tvaru pro $Q = 1$).

Explicitné mGzeme odvodit délku $k$-tého kroku jako $$ \a_k = - {h_k~T \grad f(x \iter k) \over
h_k”~T Q h_k} \tag{\T{3.2.9}} $$

Celkem mUzeme metodu popsat nasledovné $$ h_0 := -\grad f(x \iter 0), \quad h_k := -\grad f(x
\iter k) + \beta_{k-1} h_{k-1} \tag{3.2.10} $$ $$ \beta_{k-1} := {\gradT f(x \iter k) Q h_{k-1}
\over h_ {k-1}"TQ h_{k-1}} \tag{3.2.11}, $$ pricemz body minimalizujici posloupnosti jsou
pocitany podle Véty $\tagDe{3.2.9}$%.

44 Tento vypocet Ize "zjednodusit", viz $\Tagged{3.2.12}$ v prednasce.



Hlavni vyhodou metody sdruzenych gradientd je jeji snadna implementace, naopak
nevyhodou citlivost na podminénost matice $Q$. Také se dafi rict, Ze metoda sdruzenych gradient(
konverguje nejrychleji z metod zalozenych pouze na maticovém nasobeni.

Pro nekvadratické funkce pouzivame stejny algoritmus jako doted az na volbu $\beta k$, ale
metodu restartujeme po $n$ krocich

Véta $\D{3.2.13}$ (Rychlost konvergence)

Necht $f\in C~3$ na $\R"n$, $x \iter 0 \in \R"n$ a $x°* $ je nedegenerované lokalni
minimum, tj. $\grad f(x~* ) = 0% a $\hess f(x~* ) > 0$ Necht $x \iter k$ je vysledek metody
sdruzenych gradientu s cyklem délky $n$ a vychozim bodem $x \iter {k-1}$ a necht $x \iter k
\to x\str$ pro $k \to \infty$. Potom minimalizujici posloupnost $\set{x \iter k}$ konverguje
superlinearné s radem alespon $p = 2$.

44 MSG souvisi s metodami Krylovovych podprostord.



Nutné a postacujici
podminky optimality

$$ \xdef\scal#1#2{\langle #1, #2 \rangle} \xdef\norm#1{\left\IVert #1 \right\rVert}
\xdef\dist{\rho} \xdefland {\&}\xdef\brackets#1{\left\{ #1 \right\} } \xdef\parc#1#2{\frac {\partial
#1}{\partial #2}} \xdef\mtr#1{\begin{pmatrix}#1\end{pmatrix}}
\xdef\bm#1{\boldsymbol{#1}} \xdef\mcal#1{\mathcal{#1}}
\xdeflvv#1{\mathbf{#1}}\xdef\vwvp#1{\pmb{#1}} \xdef\ve{\varepsilon} \xdef\[{\lambda}
\xdef\th{\vartheta} \xdef\a{\alpha} \xdef\Tagged#1{(\text{#1})} \xdef\tagged*#1{\text{#1}}
\xdef\tagEqHere#1#2{\href{#2\#eq-#1} {(\text{#1})}} \xdef\tagDeHere#1#2 {\href{#2\#de-
#1}{\text{#1}}} \xdef\tagEq#1 {\href{\#eq-#1}{(\text{#1})}} \xdef\tagDe#1{\href{\#de-
#1}{\text{#13}}} \xdef\T#1{\htmlld{eq-#1}{#1}} \xdef\D#1{\htmlld{de-#1}{\vw{#1}}}
\xdef\conv#1{\mathrm{conv}\, #1} \xdef\cone#1{\mathrm{cone}\, #1}
\xdef\aff#1{\mathrm{aff}\, #1} \xdef\lin#1{\mathrm{Lin}\, #1} \xdef\span#1{\mathrm{span}\,
#1} \xdef\O{\mathcal O} \xdef\ri#1{\mathrm{ri}\, #1} \xdef\rd#1{\mathrm{r}\partial\, #1}
\xdef\interior#1 {\mathrm{int}\, #1} \xdef\proj{\Pi} \xdef\epi#1l{\mathrm{epi}\, #1}
\xdef\grad#1{\mathrm{grad}\, #1} \xdef\gradT#1{\mathrm{grad}~T #1}
\xdef\gradx#1{\mathrm{grad} x #1} \xdef\hess#1{\nabla”2\, #1} \xdef\hessx#1{\nabla™2 x
#1} \xdef\subdif#1{\partial #1} \xdef\co#1{\mathrm{co}\, #1} \xdef\iter#1{"~{[#1]}}
\xdef\str{ ~*} \xdef\spv{\mcal V} \xdef\civ{\mcal U} $$

Obecny uvod

Ulohou matematického programovani nazveme $$ f(x) \to \min, \quad x \in X \tag{\T{4.1}} $$
kde pripustna mnozina $X$ je zaddna systém rovnosti a nerovnosti $$ X := \set{x \in P \subseteq
\R™n \mid g _i(x)\leq 0,\; g j(x) =0, \; i =1,\dots, k, \; j = k+1, \dots, m} \tag{\T{4.2}} $$

44 Zde je dllezité podotknout, Ze vzdy chceme nerovnostni omezeni pouze tvaru
$\bm{g i(x) \leq 0}$

44 Je dobré si zapatovat, zZe

e $m$ - pocet omezeni



e $k$ - pocet nerovnosti (tzn. $g 1, \dots, g _k$ jsou nerovnosti,
zbytek rovnosti)

Omezeni zakomponovana v $P$ se nazyvaji prima, naopak omezeni ve formé $g_I$ se nazyvaji
funkcionalni. Déle definujme

e mnozinu pFipustnych vektori
$$\spv(x™*, X) :=\set{h \in \lin X \mid \exists \, \a_0 > 0 : x™* + th \in X \text{ pro }
\forall t\in (0, \a_0)}$$
o je to kuzel
e mnozinu spadovych vektoru (kuzel zlepsujicich vektoru)
$$\civ(x™*, f) :=\set{h \in \lin X \mid \exists \,\a_0 > 0 : x~* + th \in D(f) \; \and \; f(x"~*
+ th) < f(x™* ) \text{ pro } \forall t\in (0, \a_0)}$$

Lemma $\D{4.1.1}%

Necht $X \subseteq \R$ a $f: X \to \R$ jsou dany. Je-li bod $x~*\in X$ lokdInim resenim Ulohy
$\tagEq{4.1}$, potom $$ \spv (x™*, X) \cap \civ (x*~*, f) = \emptyset $$

Definice $\D{4.1.2}$ (Stacionarni bod)

Necht mnozina $X \subseteq \R™"n$ je konvexni a funkce $f: X \to \R$ je diferencovatelna na (
néjaké otevifené mnoziné obsahujici) $X$. Rekneme, Zze bod $x”* \in X$ je stacionarnim bodem
Ulohy $\tagEq{4.1}$ (nebo také stacionarnim bodem funkce $f$ na mnoziné $X$), jestlize $$
\scal {\grad f(x~* )} {x-x"* }\geq 0 \tag{\T{4.1.2}}, $$ pro kazdé $x \in X$.

44 Vyraz v $\tageq{4.1.2}$ je smérova derivace $x"* $ do libovolného bodu v
$X$ - v téchto smérech musi byt $f$ neklesajici

Pro $X = \R™n$ je podminka $\tagEq{4.1.2}$ spInéna pouze v pripadé $\grad f(x~*) = 0%

Dale ukazme, Ze stacionarni bod ve smyslu Definice $\tagDe{4.1.2}$ ma vlastnosti, které od négj
ocekavame.

Veéta $\D{4.1.3}%$ (Vlastnosti staciondrniho bodu)

Necht $f: X \to \R$ je diferencovatelna na (néjaké oteviené mnoziné obsahujici konvexni
mnozinu) $X \subseteq \R™"n$.



1. Je-li $x7~*\in X$ lokalnim extrémem funkce $f$ na $X$ (tj. lokalnim feSenim Ulohy
$\tageq{4.1}$), pak $x~* $ je stacionarnim bodem funkce $f$ na $X$

2. Naopak, je-li $f$ (ostre) konvexni na $X$ a $x™*\in X$ je stacionarnim bodem $f$ na
$X$, pak $x°* $ je (jedinym) feSenim ulohy $\tagEq{4.1}$, tj. (jedinym) globalnim
minimem $f$ na $X$.

Pokud avsak $f$ neni konvexni, potrfebujeme o rozhodnuti "extrémnosti" stacionarniho bodu dalsi
nastroje

Nutna podminka pro $\tageq{4.1}$

Je-li $x7*\in X$ lokdalnim minimem funkce $f: X \to \R, \; f\in C"~2$, na konvexni mnoziné $X
\subseteq \R™"n$, pak $$ (x - x~* )T \hess f(x™* )(x - x~* ) \geq 0 $$ pro vSechna $x \in X$
takova, ze $\gradT f(x™* )(x - x~* ) = 0%, tj. pro vektory $(x - x™* )\in \ker\gradT f(x~*)$

Postacujici podminka pro $\tageq{4.1}$

Bod $x7* $ je lokalnim minimem funkce $f: X \to \R, f\in C~2$, na konvexni mnoziné $X
\subseteq \R™n$, jestlize $$ \gradT f(x™*) (x - x~*) \geq 0, \; \forall x \in X, $$ (tj. je to stacionarni
bod ve smyslu Definice $\tagDe{4.1.2}$), mnozina $X$ je polyedr a plati $$ (x - x~*)"~T \hess
f(x™*) (x - x™*) > 0 $$ pro vSechna $x \in X$ takova, ze $x \neq x~* $ a $(x - x™* ) \in \ker \gradT
f(x~*)$

a4 Je-li $X$ polyedr, pak je $\spv (x~*, X)$ uzaviena

Nutné a postacujici podminky optimality

Uvazujme pridruzenou Lagrangeovu funkci $L: P \times \R \times \R"m \to \R$ k Uloze
$\tagEq{4.1} \; \and \; \tagEq{4.2}$ definovanou jako $$ L(x,y 0,y) :=y 0 f(x) + \sum_{i=1}"m
y_ig_i(x), \tag{\T{4.1.2}} $$ pricemz v pripadé $y 0 = 1$ bude $L(x, 1, y) := L(x,y)$. Navic Cisla
$y 0, \dots, y m$ nazyvame Lagrangeovymi multiplikatory.

44 Omezeni nazveme aktivni, pokud se realizuje jako rovnost

Dale jesté zavedme nasledujici $$ Q := \set{y = (y_1, \dots, y m)"~T \mid y_1, \dots, y k\geq 0} $$
a dvé dalsi mnoziny:

e Mnozinu aktivnich omezeni v bodé $x \str$
$$1(x \str) := \set{i\in \set{1, \dots, k} \mid g _i(x \str) = 0}, \quad x \str\in X$$



e Mnozinu indext viech funkci, které se v bodé $x\str$ realizuji jako rovnost $$S(x \str) :=
[(x\str) \cup \set{k+1, \dots, m}, \quad x \str\in X$$

Véta $\D{4.2.1}$ (Lagrangedlv princip)

Necht mnozina $P \subseteq \R"n$ je konvexni, funkce $f, g_1, \dots, g k : P \to \R$ jsou
diferencovatelné v bodé $x~*\in X$ a $g_{k+1}, \dots, g_m$ jsou spojité diferencovatelné na
néjakém okoli bodu $x7* $. Je-li bod $x~*\in X$ lokalnim FeSenim Ulohy $\tagEq{4.1} \; \and \;
\tagEq{4.2}$, pak existuji Lagrangeovy multiplikatory $y O\str > 0$ a $y\str \in Q$ takové, ze
ne vSechna $y 0 \str, \dots, y_m \str$ jsou nulova a plati $$ \scal {\gradx L(x\str, y _O\str, y\str)}
{x - x\str} \geq 0 \quad \forall x \in P \tag{\T{4.2.3}} $$ $$ y_i\str g_i(x\str) = 0, \quad i = 1, \dots,
m \tag{\T{4.2.4}} $%

Podminka $\tagEq{4.2.3}$ znamena, Ze $x\str$ musi byt stacionarnim bodem funkce $L(x,
y_0\str, y\str)$ (podminka stacionarity). Dale podminka $\tagEq{4.2.4}$ se nazyva podminka
komplementarity a pozadavek $y 1\str, \dots, y _k\str > 0$ jako podminka duality.

44 Jisté $y O \str, y_1\str, \dots, y_k\str\geq 0%, $y_{k+1} \str, \dots, y m \str\in
\R\iff y_O\str > 0% a $y\str\in Q$

Jelikoz situace s $y_O\str = 0% je problematickd, existuji podminky na zaruceni $y_O\str \neq 0%, coz
je ekvivalentni s $y O\str = 1$. Tyto podminky se nazyvaji podminky kvalifikovaného omezeni:

e Reguldrnost bodu $x\str$, tj, bod $x\str$ je regularni, pokud jsou $\grad g_i(x\str)$ pro
$i \in S(x\str)$ linedrné nezavislé (tj. gradienty aktivnich omezeni jsou LNZ)

o afinni omezeni - funkce $g_1, \dots, g m$ jsou afinni

e Slaterova podminka - $g 1, \dots, g _k$ jsou konvexni, $g_{k+1}, \dots, g_m$ jsou
afinni, konstantni vektory $\grad g _i$ jsou linedrné nezavislé pro $i\in \set{k+1,
\dots, m}$ a existuje $\bar x \in P$ takové, ze $g_i(\bar x) < 0% pro $i\in \set{1, \dots,
k}$ a $g_j(\bar x) = 0% pro $j \in \set{k+1, \dots, m}$

Dusledek $\D{4.2.2}$

Necht $P \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina, funkce $f, g_1, \dots, g m$ jsou
diferencovatelné na (néjaké oteviené mnoziné obsahujici) $P$ a pro $x\str\in X$ existuji
multiplikatory $y\str\in Q$ takové, ze plati $\tagEq{4.2.3}$ & $\tagEq{4.2.4}$ s $y O\str = 15.
Necht je dale splnén (alespori) jeden z néasledujicich predpokladi:

1. funkce $L(x, y\str)$ je konvexni na mnoziné $P$

2. Uloha $\tageq{4.1}$ & $\tagEq{4.2}$ je Ulohou konvexniho programovani, tj. na
konvexni mnoziné $P$ jsou funkce $f, g 1, \dots, g k$ konvexni a $g_{k+1}, \dots,
g_m$ afinni

Pak bod $x\str$ je globalnim reSenim Ulohy $\tagEq{4.1}$ & $\tagEq{4.2}$.



Teoreticky staci pouze kvazikonvexni $g 1, \dots, g_k$

Veéta $\D{4.2.3}$ (Karushova-Kuhnova-Tuckerova v diferencialnim
tvaru)

Necht $P \subseteq \R"n$ je konvexni mnozina, funkce $f, g_1, \dots, g_k$ konvexni a
diferencovatelné na (néjaké oteviené mnoziné obsahujici) $P$, funkce $g {k+1}, \dots, g m$
afinni na $P$ a necht plati (alespori) jedna z nasledujicich podminek:

1. (LNZ) mnozina $P$ je otevrena, vektory $\grad g i(x), i \in S(x)$ jsou linearné
nezavislé pro kazdé $x \in X$.

2. (Slaterova) funkcionalni omezeni jsou pouze tvaru nerovnosti, tj. $k = m$, a existuje
bod $\bar x \in P$ takovy, ze $g_i(\bar x) < 0% pro $i\in \set{1, \dots, k}$

3. (linearni) mnozina $P$ je polyedr a funkce $g 1, \dots, g k$ jsou afinni

Pak $x\str$ je reSenim uUlohy $\tagEq{4.1}$ & $\tagEq{4.2}$ prave tehdy, kdyz existuje $y\str\in
Q% takové, Ze plati $\tagEq{4.2.3}$ & $\tagEq{4.2.4}$ s $y O\str = 1%.

Veéta $\D{4.2.4}$

Necht funkce $f, g_1, \dots, g m$ jsou dvakrat spojité diferencovatelné v bodé $x\str$ a $x\str\in
\interior P$ je takovy, ze existuji multiplikatory $y\str \in Q$ splnujici $\tageq{4.2.3}$ &
$\tagEq{4.2.4}$ s $y O\str = 1$ a soucasné $y i\str > 0% pro $i\in I(x\str)$ (tzv. podminka ostré
komplementarity), tj. $$ \gradx L(x\str, y\str) = 0, $$ $$ g_i(x\str) \leq 0 \text{ pro } i\in \set{1,
\dots, k}, \qquad g_i(x\str) = 0 \text{ pro } i\in \set{k+1, \dots, m}, $$ $$ y_i\str > O \text{ pro } i
\in I(x\str), \qquad y_i\str = 0 \text{ pro } i\in \set{1, \dots, k} \setminus I(x\str), $$ $$ y_i\str\in \R
\text{ pro } i\in \set{k+1, \dots, m} $$ Jestlize $$ \hessx L(x\str, y\str) > 0 \text{ na } \ker (\gradT
g_i(x\str))_{i\in S(x\str)}, $$ tj. $h~T \hessx L(x\str, y\str) h > 0$ pro vsechna $h \in \R™n
\setminus \brackets{0}$ takova, ze $\scal {\grad g_i(x\str)} h = 0% pro $i\in S(x\str)$, pak bod
$x\str$ je ostré lokalni minimum funkce $f$ na mnoziné $X$.



Dualni Uloha

$$ \xdef\scal#1#2{\langle #1, #2 \rangle} \xdef\norm#1 {\left\IVert #1 \right\rVert}
\xdef\dist{\rho} \xdefland {\&}\xdef\brackets#1{\left\{ #1 \right\} } \xdef\parc#1#2{\frac {\partial
#1} {\partial #2}} \xdef\mtr#1{\begin{pmatrix}#1l\end{pmatrix}}
\xdef\bm#1{\boldsymbol{#1}} \xdef\mcal#1{\mathcal{#1}}
\xdeflvv#1{\mathbf{#1}}\xdef\vwp#1{\pmb{#1}} \xdef\ve{\varepsilon} \xdef\l{\lambda}
\xdef\th{\vartheta} \xdef\a{\alpha} \xdef\vf{\varphi} \xdef\Tagged#1{(\text{#1})}
\xdef\tagged*#1{\text{#1}} \xdef\tagEqHere#1#2 {\href{#2\#eq-#1}{(\text{#1})}}
\xdef\tagDeHere#1#2 {\href{#2\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\tagEq#1{\href{\#eqg-
#1}{(\text{#1})}} \xdef\tagDe#1{\href{\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\T#1 {\htmlld{eqg-
#1}{#1}} \xdeAD#1{\htmlld{de-#1} {\vv{#1}}} \xdef\conv#1{\mathrm{conv}\, #1}
\xdef\cone#1{\mathrm{cone}\, #1} \xdef\aff#1{\mathrm{aff}\, #1} \xdef\lin#1{\mathrm{Lin}\,
#1} \xdef\span#1{\mathrm{span}\, #1} \xdef\O{\mathcal O} \xdef\ri#1{\mathrm{ri}\, #1}
\xdef\rd#1{\mathrm{r}\partial\, #1} \xdef\interior#1{\mathrm<{int}\, #1} \xdef\proj{\Pi}
\xdef\epi#1l{\mathrm{epi}\, #1} \xdef\grad#1{\mathrm{grad}\, #1}
\xdef\gradT#1{\mathrm{grad}~T #1} \xdef\gradx#1{\mathrm{grad} x #1}
\xdef\hess#1{\nabla”2\, #1} \xdef\hessx#1{\nabla™2 x #1} \xdef\subdif#1{\partial #1}
\xdef\co#1{\mathrm{co}\, #1} \xdef\iter#1{~{[#1]1}} \xdef\str{~*} \xdef\spv{\mcal V}
\xdef\civ{\mcal U} \xdef\knvxProg{\tageqHere{4.1}{./nutne-a-postacujici-podminky-optimality} \,
\and \, \tageEqHere{4.2} {nutne-a-postacujici-podminky-optimality}} $$

Definice $\D{4.3.1}$ (Kuhnovy-Tuckerovy vektory)

Vektor $y\str\in Q$ (prvnich $k$ sloZek je nezapornych) se nazyva Kuhnnovym-Tuckerovym
vektorem (K-T vektorem) ulohy $\knvxProg$, jestlize $$ f\str \leq f(x) + \sum_{i = 1}"m y _i\str
g_i(x) = L(x,y\str) \quad \forall x\in P, \tag{\T{4.3.0}} $$ kde $f\str :=\inf_{x\in X} f(x)$ je
hodnota ulohy $\knvxProg$.

44 K-T vektor pro danou Ulohu nemusi existovat

Veéta $\D{4.3.2}$

Necht Uloha $\knvxProg$ je Ulohou konvexniho programovani, tj. mnozina $P \subseteq \R"n$
je konvexni, funkce $f, g 1, \dots, g _k$ konvexni a $g_{k+1}, \dots, g_m$ jsou afinni, a necht
déle plati (alespori) jedna z podminek regularity:

1. (Slaterova) $k = m$ a existuje $\bar x \in P$ takové, ze $g i(\bar x) < 0$ pro $i =1,
\dots, m$



2. (linedarni) mnozina $P$ je polyedr, funkce $f, g 1, \dots, g k$ jsou afinni a $X \neq
\emptyset$.

Pak existuje K-T vektor Glohy $\knvxProg$.
44 Zde se podminka 2. lisi od podminky 3. ve Vété $\tagDeHere{4.2.3}{./nutne-a-

postacujici-podminky-optimality}$ - vyZaduje jesté neprazdnost pripustné
mnoziny

Uloha konvexniho programovani splfiujici n&jakou z podminek z Véty $\tagDe{4.3.2}$ se nazyva
regularni.

Definice $\D{4.3.3}$ (Dualni Uloha)

Necht $y \in Q$. Definujme funkci $$ \vf(y) :=\inf_{x\in P} L(x,y) = \inf_{x\in P} \left( f(x) +
\sum {i=1}"my_ ig i(x)\right) $$ a mnozinu (tzv. efektivni defini¢ni obor) $$ Y := \set{y \in
Q \mid \vf(y) > -\infty}. $$ Pak Uloha $$ \vf(y) \to \max, \gquad y \in Y \tag{\T{4.3.1}} $$ se
nazyvéa dualni dlohou k Uloze $\knvxProg$. Cislo $$ \vA\str := \sup_{y \in Y} \vf(y) $$ se nazyva
hodnotou dualni ulohy $\tagEq{4.3.1}$.

Uloha $\tagEq{4.3.1}$ je Ulohou konkdvniho programovani, tj. mnozina $Y$ je konvexni a
funkce $\vf$ je konkavni na $Y$.

Véta $\D{4.3.5}% (Slaba véta o dualité)

Pro kazdé $x\in X$ a kazdé $y \in Q$ plati $$ f(x) \geq \vf(y) $$ Zejména, pokud $X \neq
\emptyset$ a $Y \neq \emptyset$, pak $f\str \geq \vf\str$.

44 V pripadé $X = \emptyset$ a/nebo $Y = \emptyset$ je nerovnost spinéna
trivialné, nebot $\inf \emptyset = \infty$ a $\sup \emptyset = - \infty$.

Véta $\tagDe{4.3.5}$ rikd, ze pro dudlni rozdil $g$ (duality gap) s $x \in X \neq \emptyset$ a $y
\in Y \neq \emptyset$ bude platit $$ g(x,y) := f(x) - \vf(y) \geq 0 $$ Navic cislo $g(x\str,y\str) :=
fistr - g\str$ udava tzv. optimalni dualni rozdil (optimal duality gap). D& se také fict, ze pro
libovolné $y \in Q$ je hodnota $\vf(y)$ dolni hranici minima ucelové funkce Ulohy $\knvxProg$.

Certifikat optimality

Jsou-li $x\str\in X$ a $y\str\in Q$ takova, ze plati $$ f(x\str) = \vf(y\str), $$ pak $x\str$ a $y\str$
jsou optimalnimi FeSenimi svych prislusnych dloh.



DudlIni rozdil je Gzce spjat s existenci K-T vektoru. Jestlize je dudini rozdil nenunlovy, tj. $f\str >
\vf\str$, pak mnozina K-T vektort musi byt prazdna.

44 Jinak receno, existence K-T vektorl zarucuje $f\str = \vfistr$

Véta $\D{4.3.6}$ (Silna véta o dualité)

Necht dloha $\knvxProg$ je reguldrni ulohou konvexniho programovani (viz. Véta
$\tagDe{4.3.2}$). Pokud $f\str > -\infty$, pak plati tzv. vztah duality $$ f\str = \vf\str, \quad
\text{ tj. } \quad \inf_{x \in P}Y\sup_{y \in Q}L(x,y) = \sup_{y \in QR\inf_{x\in P} L(x,y), $$ pricemz
mnozina reSeni dualni Ulohy $\tagEq{4.3.1}$ je neprazdna a shodna s mnozinou vSech K-T
vektoru Ulohy $\knvxProgs.

Z Véty $\tagDe{4.3.6}$ vyplyva, ze pokud $\knvxProg$ je regularni Ulohou konvexniho
programovani (viz Véta $\tagDe{4.3.2}$) a

1. jestlize $Y \neq \emptyset$, pak dudlni uloha je resSitelna a $f\str > -\infty$
2. jestlize $Y = \emptyset$, pak $f\str = -\infty$

Celkem z Vét $\tagDe{4.3.5}, \tagDe{4.3.6}$ a z bezprostredné vyse uvedného dlsledku vyplyva,
Ze v pripadé regularni ulohy konvexniho programovani mohou nastat pouze 2 moznosti

Dudlni U. \ Primérni U. Nepfripustna ($f\str = Pripustna a Omezena Neomezena ($f\str = -
\infty$) \infty$)
Neomezena ($\vf\str = NE (Ano bez regularity) NE NE
\infty$)
PFipustna a Omezena NE (Mozna bez regularity) = ANO NE
Nepripustna ($\vf\str = - NE (Ano bez regularity) NE ANO
\infty$)

44 Z regularity plyne, ze $X \neq \emptyset$

Veéta $\D{4.3.8}%$ (Kuhnova-Tuckerova v nediferencidlnim tvaru)

Necht Gloha $\knvxProg$ je reguldrni tlohou konvexniho programovani (viz Véta
$\tagDe{4.3.2}$). Pak $x\str \in X$ je reSenim této ulohy pravé tehdy, kdyz plati (alespori) jedna z
podminek:

1. existuje $y\str\in Q$ takové, ze $f(x\str) = \vf(y\str)$



2. existuje $y\str\in Q$ takové, ze
$$L(x\str,y\str) = \min_{x \in P}L(x, y\str), \tag{\T{4.3.2}}$$ $$y i\str g _i(x\str) = 0,
\quad i\in \set{1, \dots, m}, \tag{\T{4.3.3}}$$ Navic mnozina takovychto vektord $y\str
\in Q$ splyva s mnozinou FeSeni duadlni Ulohy (a podle Véty $\tagDe{4.3.6}$ tedy i s
mnozinou K-T vektoru Glohy $\knvxProgs$).

44 Jsou-li navic funkce $f, g_1, \dots, g m$ diferencovatelné v bodé $x\str$, pak
podminka $\tagEq{4.3.2}$ je ekvivalentni s podminkou
$\tagEqHere{4.2.3} {./nutne-a-postacujici-podminky-optimality}$ pro $y O\str =
1$, zatimco $\tagEq{4.3.3}$ odpovida $\tageqHere{4.2.4} {./nutne-a-
postacujici-podminky-optimality } $.

Tedy Véta $\tagDe{4.3.8}$ je skutecné zobecnéni KKT Véty
$\tagDeHere{4.2.3} {./nutne-a-postacujici-podminky-optimality}$ pro pfipad
nediferencovatelnych funkci

Také se da fict, Zze koncept K-T vektori je zobecnénim Lagrangeovych
multiplikatora s kvalifikovanymi omezenimi (kvali $y _O\str = 1$) - K-T
vektory splyvaji s multiplikatory za podminek Véty
$\tagDeHere{4.2.3}{./nutne-a-postacujici-podminky-optimality } $

Definice $\D{4.3.9}$ (Sedlovy bod)

Bod $[x\str, y\str] \in P \times Q$ se nazyva sedlovym bodem Lagrangeovy funkce $L(x,y)$ Ulohy
$\knvxProg$ na $P \times Q$, jestlize $$ L(x\str,y) \leg L(x\str, y\str) \leq L(x,y\str) \quad \forall x \in
P, y\in Q, $$ tj. plati $$ L(x\str,y\str) = \max_{y \in Q} L(x\str, y) = \min_{x\in P} L(x,y\str) $$

Véta $\D{4.3.10}$ (Kuhnova-Tuckerova pro sedlovy bod)

Necht Uloha $\knvxProg$ je regularni ulohou konvexni programovani (viz Véta $\tagDe{4.3.2}$).
Pak bod $x\str \in P$ je FeSenim Ulohy $\knvxProg$ pravé tehdy, kdyz existuje $y\str \in Q$
takové, Ze $[x\str, y\str]$ je sedlovym bodem Lagrangeovy funkce $L(x,y)$ Glohy $\knvxProg$ na
$P \times Q%.



Analyza citlivosti

$$ \xdef\scal#1#2{\langle #1, #2 \rangle} \xdef\norm#1 {\left\IVert #1 \right\rVert}
\xdef\dist{\rho} \xdefland {\&}\xdef\brackets#1{\left\{ #1 \right\} } \xdef\parc#1#2{\frac {\partial
#1} {\partial #2}} \xdef\mtr#1{\begin{pmatrix}#1l\end{pmatrix}}
\xdef\bm#1{\boldsymbol{#1}} \xdef\mcal#1{\mathcal{#1}}
\xdeflvv#1{\mathbf{#1}}\xdef\vwp#1{\pmb{#1}} \xdef\ve{\varepsilon} \xdef\l{\lambda}
\xdef\th{\vartheta} \xdef\a{\alpha} \xdef\vf{\varphi} \xdef\Tagged#1{(\text{#1})}
\xdef\tagged*#1{\text{#1}} \xdef\tagEqHere#1#2 {\href{#2\#eq-#1}{(\text{#1})}}
\xdef\tagDeHere#1#2 {\href{#2\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\tagEq#1{\href{\#eqg-
#1}{(\text{#1})}} \xdef\tagDe#1{\href{\#de-#1} {\text{#1}}} \xdef\T#1 {\htmlld{eqg-
#1}{#1}} \xdeAD#1{\htmlld{de-#1} {\vv{#1}}} \xdef\conv#1{\mathrm{conv}\, #1}
\xdef\cone#1{\mathrm{cone}\, #1} \xdef\aff#1{\mathrm{aff}\, #1} \xdef\lin#1{\mathrm{Lin}\,
#1} \xdef\span#1{\mathrm{span}\, #1} \xdef\O{\mathcal O} \xdef\ri#1{\mathrm{ri}\, #1}
\xdef\rd#1{\mathrm{r}\partial\, #1} \xdef\interior#1{\mathrm<{int}\, #1} \xdef\proj{\Pi}
\xdef\epi#1l{\mathrm{epi}\, #1} \xdef\grad#1{\mathrm{grad}\, #1}
\xdef\gradT#1{\mathrm{grad}~T #1} \xdef\gradx#1{\mathrm{grad} x #1}
\xdef\hess#1{\nabla”2\, #1} \xdef\hessx#1{\nabla™2 x #1} \xdef\jacobx#1{D x #1}
\xdef\jacob#1{D #1} \xdef\subdif#1{\partial #1} \xdef\co#1{\mathrm{co}\, #1}
\xdef\iter#1{ "~ {[#1]}} \xdef\str{~*} \xdef\spv{\mcal V} \xdef\civ{\mcal U}
\xdef\knvxProg{\tageqHere{4.1} {./nutne-a-postacujici-podminky-optimality} \, \and \,
\tageqHere{4.2} {nutne-a-postacujici-podminky-optimality}} $$

Nyni se budeme vénovat reSeni Ulohy matematické programovéani v zavislosti na parametru.

Prvni se podivdme na Ulohu matematické programovani s omezenimi pouze ve tvaru rovnosti,
ale s obecnou zavislosti na parametrech.

A v druhém (a poslednim) pripadé se podivdme na Ulohu s omezenimi ve tvaru nerovnosti, ale
s parametry pouze v podobé absolutnich élent ve funkcich zadavajicich tyto omezeni.

Vv

uvédomme, ze 1 rovnost Ize napsat jako 2 nerovnosti

Ulohy s rovnostmi

Véta $\D{4.4.1}$ (O obélce)



Méjme Ulohu $$ f(x,r) \to \min, \qquad g_1(x, r) = 0, \; \dots, \; g m(x,r) = 0 \tag{\T{AC.1}} $$ kde
$x\in \R™n, r\in \R™k, f, g_1, \dots, g_m\in C"~1$. Pripustme, Ze pro kazdou hodnotu parametru
$r$ ma uloha $\tageq{AC.1}$ jediné resSeni, které oznacime $x\str (r)$. Potom hodnota ulohy
$\tagEq{AC.1}$ je $$ f\str(r) = f(x\str(r), r). $$ Je-li $x\str(r)$ diferencovatelna vzhledem k $r$ a
Jacobiho matice $\jacobx G(x\str (r), r) \in \R™~{m\times n}$ ma plnou hodnost $m$, pak plati
$$ \parc {} {r_i}f\str(r) = \parc f {r_i} (x\str(r), r) + \sum_{j = 1}~m y j\str(r) \parc {g_j} {r i}
(x\str(r), r) $$

44 Obalka je kfivka, ktera se mnoziny krivek dotyka (tj. se dotyka kazdé krivky) a
ma spolecnou te¢nu s danou krivkou

Jinak receno je te€na k mnoziné krivek

™ /' Mnozina
S/ Krivek
AN )
" “\
/{ - / ”
™, - —-"—-‘—_.__.._ Obdlka

Pozadavky Véty $\tagDe{4.4.1}$ jsou relativné silné, proto uvedme jeji "slabsi verzi".

Veéta $\D{4.4.2}$

Necht $f, g 1, \dots, g m\in C~2$ a $x\str$ je lokdalnim FeSenim ulohy $$ f(x) \to \min, \qquad
g_1(x) = 0, \dots, g_ m(x) = 0 $$ s odpovidajicimi Lagrangeovymi multiplikatory $y\str$. Necht dale
tato dvojice splfiuje postacujici podminku druhého radu, tj. $\hessx L(x\str, y\str) > 0$ na $\ker
\jacob G(x\str)$, pricemz soucasné $x\str$ je regularnim bodem, tj. $\jacobx G(x\str) \in
\R™{m\times n}$ ma plnou hodnost $m$. Uvazme Ulohu parametrického programovani $$ f(x)
\to \min, \qquad G(x) = u \tag{\T{AC.2}}, $$ pro parametr $u \in \R"m$. Pak existuje otevrena
koule $S$ se stredem v pocatku ($u = 0$) takova, ze pro kazdé $u \in S$ existuje lokalni
reseni $x\str(u) \in \R™"n$ Ulohy $\tagEq{AC.2}$ a odpovidajici $y\str(u) \in \R"m$. Navic
$x\str(\cdot)$ a $y\str(\cdot)$ jsou spojité diferencovatelné funkce na $S$ a plati $x\str(0) =
x\str, y\str(0) = y\str$ a pro kazdé $u \in S$ mame $$ \grad f\str(u) = - y\str(u), $$ kde $f\str(u)$
znaci optimalni hodnotu ulohy $\tageq{AC.2}$ vzhledem k $u$, tj. klademe $f\str(u) :=
f(x\str(u))$.



JednodusSe receno se optimalni hodnota méni podle Lagrangeovych
multiplikatord pro danou hodnotu $u$

Ulohy s nerovnostmi

Uvazujme Ulohu zavislou na $m$-tici parametrd $b = (b_1, \dots, b m)~T\in \R™m$, tj. $$ f(x) \to
\min, \gquad x \in X(b) := \set{x \in P \subseteq \R"™n \mid g_i(x) \leq b_i, \; i \in \set{1, \dots, m}}
\tag{\T{4.4.2}} $$ A dale zavedme znaceni $$ G(x) := (g_1(x), \dots, g m(x))"~T, \quad X(b) :=
\set{x \in P \mid G(x) \leq b} $$ $$ B := \set{b \in \R™"m \mid X(b) \neq \emptyset}, \quad F(b) :=
\inf_{x\in X(b)} f(x), \; b\in B $$ mnoZinu K-T vektoru Ulohy $\tagEq{4.4.2}$ ozna¢me $$ Y(b) :=
\set{y \in \R"“m \mid y \geq 0, \; F(b) \leq f(x) + \scal{y} {G(x) - b} \; \forall x \in P} $$ a
subdiferenial funkce $F(b)$ (viz Definice $\tagDeHere{2.5.1}{./subgradient-a-subdiferencial-a-
fenchelova-transformace}$) oznac¢me $$ \subdif F(b) := \set{a \in \R~m \mid F(b') - F(b) \geq \scal
a {b'-Db}\;\forall b'\in B} $$

Veéta $\D{4.4.3}$

Necht mnozina $P \subseteq \R™"n$ je konvexni, funkce $f, g_1, \dots, g_m$ jsou konvexni na $P$
a plati $0\in B, F(0) > -\infty$ a $Y(0) \neq \emptyset$. Potom

1. mnozina $B$ je konvexni
2. funkce $F(b)$ je konecna, konvexni a nerostouci na $B$
3. plati $\subdif F(b) = -Y(b)$ pro vSechna $b \in B$

44 Z predpokladd Véty $\tagDe{4.4.3}$ plyne, ze

e Uloha $\tageq{4.4.2}$ je pripustna pro $b = 0%

e Uloha $\tagEq{4.4.2}$ ma reSeni pro $b = 0%

e mnozina K-T vektoru Ulohy $\tagEq{4.4.2}$ je neprazdna (toto neni
splnéno automaticky, viz Véta $\tagDeHere{4.3.2}{./dualni-uloha}$)

Navic je-li $F$ dokonce diferencovatelna v $b$, pak $\subdif F(b)$ je
jednoprvkova mnozina, kterd obsahuje pouze $-\gradT F(b)$ a tedy tento
vektor musi byt roven $(-1) \cdot$ jediny K-T vektor této Ulohy. (Toto je
analogie Véty O obdlce $\tagDe{4.4.1}$)

44 Podle Véty $\tagDeHere{4.3.6}{./dualni-uloha}$ jsme popsali K-T vektory
ulohy $\knvxProg$ pomoci reseni dualni ulohy $\tagEqHere{4.3.1}{./dualni-
uloha}$. Cast 3. této véty jim navic davé jesté charaketeristiku subgradientu




hodnoty ulohy parametrického programovani $\tageq{4.4.2}$.

44 V pripadé reguldrni Ulohy konvexniho programovani
dostadvame zkombinovanim téchto dvou vysledkd $\subdif
F(b) = - Y\str(b)$, kde $Y\str(b)$ je mnozina reseni dualni
ulohy (viz Véta $\tagDeHere{4.3.6}{./dualni-uloha}$).

Pomoci Véty $\tagDe{4.4.3}$ jsme schopni dostat zajimavé vysledky o plvodni Gloze
matematického programovani, tj. $\tageq{4.4.2}$ s $b = 0%.

Dusledek $\D{4.4.4}$

Necht mnozina $P \subseteq \R"n$ je konvexni, funkce $f, g_1, \dots, g_m$ jsou konvexni na
$P$, plati $F(0) > - \infty$ a existuje $\bar x \in P$ takové, Zze $G(\bar x) < 0% (viz Slaterova
podminka ve Vété $\tagDeHere{4.3.2}{./dualni-uloha}$). Potom $0 \in B$ a

1. funkce $F(\cdot)$ je spojita v bodé $b = 0%

2. pro libovolné $h \in \R"m$ existuje jednostranna smeérova derivace
$$F' h(0) = \max_ {y\str\in Y(0)} \scal {-y\str} h$$

3. funkce $F$ je diferencovatelna v bodé $b = 0% praveé tehdy, kdyz $Y(0)$ je
jednoprvkova mnozina, tj. $Y(0) = \brackets{y\str}$. Navic plati $\gradT F(0) = -y\str$.

44 Z ¢asti 3. okamzité plyne, Zze pokud existuje vice K-T vektoru $\iff$ funkce
$F$ neni diferencovatelna

Fenchelova transformace a dualni Uloha

Lze ukdazat, Zze pro $F(b)$ hodnotu primarni ulohy je $F\str(y) = -\vf(y)$ a tedy dualni ulohu
$\tageEqHere{4.3.1}{./dualni-uloha}$ je mozné psat jako $$ -F\str(y) \to \max, \quad y \geq 0 $$



